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             MATEMÁTICA A
BREVE FUNDAMENTACIÖN

¿Por qué estudiar Matemática?
"La matemática, igual que la música, hay que interpretarla, el ejecutante es fundamental. Esta analogía es importante en otro aspecto, es posible hacer música sin ser Bach ni Mozart ni muchísimo menos; es posible hacer música cantando, tocando un instrumento, en un coro, en una orquesta... Pienso sinceramente que se puede hacer matemática a cualquier nivel, más que una técnica es una actitud."











Enzo R. Gentile(
)


Desde siempre los seres humanos se enfrentaron a todo tipo de problemas, algunos de los cuales fueron resueltos contando, midiendo, calculando, es decir, usando conocimientos matemáticos. Este, como todo conocimiento humano, es una construcción social de los seres humanos, en su intento de adaptarse a la realidad y actuar sobre ella.


El uso de calendarios para regular las cosechas y la vida religiosa, la contabilidad de bienes o el cobro de impuestos, la medición de terrenos para la agricultura, son sólo algunos ejemplos de situaciones prácticas que fueron motor de desarrollo de los conocimientos matemáticos. También, cabe señalar, aquellos problemas que fueron producto de la curiosidad de los seres humanos por resolver nuevos desafíos matemáticos, o aquellos que otras disciplinas –como la física, la biología, la economía- requerían para su resolución.


Es decir que, con el correr de los tiempos, la vida social se fue complejizando y el conocimiento matemático fue progresando en pos de buscar respuestas dentro de cierta mirada. Se puede decir, que la matemática progresa a partir de nuevas formas de resolver viejos problemas y  el planteo de problemas nuevos.

Algunas características

Como ciencia, la matemática se caracteriza por:

· Construir conceptos, hipótesis y teorías, y estudiar las relaciones de los mismos.

· Crear su propio lenguaje

· Crear su propio método de trabajo e investigación.

Estas características son las que se ponen de manifiesto a lo largo de los contenidos que se desarrollan en estas páginas. Claro que, desde los cálculos o propiedades del primer capítulo, pasando por el uso de expresiones algebraicas, hasta la introducción de las nociones de probabilidad, los contenidos propuestos permiten resolver situaciones para actuar sobre la realidad. Claro que esta acción está teñida de una mirada muy especial, aquella que hace uso de las nociones matemáticas como herramientas para brindar un modelo que permita “matematizar” la situación, y luego ser objeto de estudio.

Desde este punto de vista, estudiar matemática no significa sólo adquirir un conjunto de conceptos sino también resolver situaciones en las cuales trabajemos utilizando los modos particulares de pensar y producir en esta disciplina.

Entre los procedimientos... a resolver problemas
Como ya se mencionó la ciencia matemática progresa a partir de descubrir nuevas formas de resolver viejos problemas y en el planteo de problemas nuevos. Ahora bien, ¿qué es resolver un problema?

Resolver un problema implica:

· interpretar y seleccionar la información con la que se cuenta;

· imaginarse la situación;

· poner en juego los conocimientos matemáticos que se consideran necesarios;

· planear cómo llevar a cabo la resolución;

· anticipar resultados;

· controlar los resultados, estudiando los caminos propuestos y los resultados;

· ver si el problema tiene ninguna, una o varias soluciones;

· volver a la situación de partida, para corroborar el resultado obtenido.

Es importante tener en cuenta estas acciones al enfrentar un problema, ellas le dan pistas sobre la manera de progresar en el área. El desafío que tiene en sus manos es importante. Consiste, nada más y nada menos que en “hacer matemática”. 

EXPECTATIVAS DE LOGRO
A través del estudio de esta materia se pretende que Ud. logre:

· Reconocer y comprender las propiedades que definen los sistemas de numeración, desde una mirada histórica y funcional.

· Reconocer y utilizar en distintas situaciones los números naturales, enteros y racionales, comprendiendo las propiedades y las diferentes formas de representación de sus elementos.

· Comprender y usar las operaciones entre números para resolver problemas, pudiendo interpretar los resultados comprobando su razonabilidad.

· Conocer y saber usar el lenguaje simbólico y las representaciones gráficas en la modelización matemática de fenómenos y problemas.

· Saber recolectar, organizar e interpretar datos,  a partir de distintas representaciones.

· Establecer propiedades que permitan identificar distintas formas bidimensionales y tridimensionales.

· Reconocer y saber usar para   la resolución de problemas las propiedades de las formas geométricas.

Esperamos que la lectura de estas expectativas le permita comprender que, a través de esta materia, se busca que Ud. no sólo conozca los temas fundamentales del área sino que pueda utilizarlos en el análisis y resolución de distintos fenómenos vinculados a la realidad actual, a partir de su modelización matemática.

CONTENIDOS DESARROLLADOS


A lo largo del módulo los contenidos se encuentran organizados en seis unidades, que desarrollan los temas que se enumeran a continuación.

Unidad Nº 1












FORMAS Y MOVIMIENTOS

1.1 Reflexiones previas al trabajo

1.2 Punto, recta y plano

1.3 Ángulos

Para fijar posiciones

1.4 Relaciones entre ángulos

Medida

1.5 Algo más: vectores

Unidad Nº 2: 












NÚMERO Y NUMERACIóN
2.1 Breve historia

2.2 Sistemas de numeración

2.3 Conjunto de Números Naturales 

      Características

      Representación

2.4 Operaciones con números Naturales

      Propiedades

      Suma algebraica

2.5 Multiplicación y división

      Propiedades

      Jerarquía de las operaciones

2.6 Ecuaciones

2.7 Potenciación

      Propiedades

2.8 Radicación

      Raíz cuadrada

      Propiedad pitagórica

Unidad Nº 3: 












NÚMEROS ENTEROS
3.1 Conjunto de Números enteros

      Características

      Representación gráfica

      Números opuestos. Módulo.

3.2 Adición y sustracción en Z
      Propiedades

3.3 Multiplicación y división en Z
      Propiedades

3.4 Potenciación

3.5 Operaciones combinadas

      Orden de las operaciones

3.6 Ecuaciones

Unidad Nº 4:  











NÚMEROS RACIONALES
4.1 Conjunto de números racionales

      Características

4.2 Fracciones

      Distintos significados y representaciones

      Fracciones equivalentes

4.3 Operaciones con fracciones

      Suma y resta

      Multiplicación y división

      Operaciones combinadas

4.4 Operaciones con números decimales

      Fracciones decimales

      Suma y resta

     Multiplicación y división

4.5 Números decimales exactos y periódicos
4.6 ACTIVIDAD INTEGRADORA 2

Unidad Nº 5:  












EL LENGUAJE DE LAS GRÁFICAS
5.1 Lugar geométrico. Sistemas de referencia.

5.2 La recta numérica y el plano cartesiano.

5.3 Representación gráfica de movimientos

5.4 Representación gráfica de funciones.

5.5 Magnitudes directamente proporcionales

      Propiedades

      Representación

      Distintas resoluciones

Unidad N°6: 










ESTADISTICA

6.1Estadística

6.2 Recolección de datos en una población

6.3 Organización de datos

       Frecuencia relativa y porcentual

6.4 Representación e interpretación de gráficos

      Gráficos de barras

  Gráficos circulares

6.5 Análisis y Medición de datos.
      Media Aritmética 

      Mediana 

      Moda

6.6 Actividades de la unidad 6

6.7 Solución a las Actividades de la Unidad 6
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Unidad Nº 1



DEL ESPACIO, FORMAS Y MOVIMIENTOS
Al acostarse:

"Los pies hacia el poniente,

la cabeza hacia el Sol naciente,

hacen vivir eternamente."

Antigua sentencia oriental.

1.1 Algunas reflexiones previas al trabajo:
Es incuestionable la importancia que en la vida del hombre, en todos los tiempos y culturas, ha significado el conocimiento del espacio y su relación con él.

En épocas ya lejanas este conocimiento constituyó un saber estratégico. A modo de ejemplo recordemos 

· a los sacerdotes egipcios y su poder en las decisiones sobre la repartición de las tierras fértiles que rodeaban al Nilo, o

· como Napoleón guardaba celosamente la información sobre ubicación y destino de sus fuerzas en mapas a los cuales solo él tenía acceso.

Se puede afirmar, sin temor a equivocarse que, aún hoy muchas decisiones políticas y económicas están basadas en un análisis del espacio, teniendo en cuenta objetivos predeterminados. Estas entre muchas otras razones, ubican a las Nociones Geométricas, su análisis y comprensión, como contenidos básicos en la educación de toda persona.

Las formas geométricas son esquemas simplificados, elaborados sobre la base de los objetos reales. El estudio de las propiedades sobre estas formas abstractas, permite luego aplicarlas a diferentes situaciones.

[image: image4.wmf]4

16

:

)

3

.

5

(

2

=

-

+

x


Para leer, reflexionar y responder

"Y un día el hombre se irguió, avanzó tambaleante sobre sus pies y comenzó la conquista del espacio... Sus ojos, ahora, abarcaban el mundo a todo lo largo y a todo lo ancho... A todo lo largo y a todo lo ancho. Todavía no lograba aprehender totalmente la profundidad.

Mucho costó la representación mental de las tres dimensiones. La observación de los frisos y esculturas egipcios y aún de griegos del período arcaico nos hablan del esfuerzo que los artistas debieron realizar para desprenderse de la representación superficial. Aún hoy los canacos, un verdadero pueblo prehistórico de la Polinesia, representan el cuerpo humano -en sus esculturas- en sólo dos dimensiones.

Lentamente la concepción del espacio se ha ido elaborando y modificando. Uno fue el espacio heleno, otro el renacentista, otro el newtoniano, otro el relativista... Se comenzó a hablar del espacio psicológico, del espacio físico, del espacio matemático... del espacio teológico...

La Geometría, codo a codo con la Filosofía, el Arte, la Física, la Astronomía, ha ido proporcionando sus aportes y aceptando contribuciones. En ese tráfico intelectual, la mente del hombre ha seguido enriqueciéndose.

La Geometría sufrió más de una crisis. Más de una vez se la dio por agotada. Una tras otra la Geometría renació... Al mismo tiempo se ahonda la paradoja, común a toda la matemática: cuanto más abstracta se hace, tanto más concretas resultan sus aplicaciones.

Mucho camino se ha recorrido desde aquel hombre que esforzadamente se irguió sobre sus dos pies... Tambaleantes, aún, seguimos intentando la conquista del espacio..."(
)

· ¿Cómo calcula, por ejemplo, cuánta pintura se necesita para cubrir su cuarto? ¿Qué nociones de geometría usa para responder?

1.2 Punto, recta y plano
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Lo invito a que imagine una partícula de polvo
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en un cuarto. Se puede describir su posición indicando
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las distancias desde ella a las paredes y al piso. 
  (Im.1)


Ahora, suponga que la partícula se eleva y queda

fuera de su vista; igual la posición que ocupaba sigue existiendo. Es decir, se puede hablar de esa posición aunque no se encuentre la partícula de polvo.


La idea física de posición sugiere la idea matemática de punto. Al nombrar puntos se usarán letras mayúsculas de imprenta, por ejemplo:









X A



X








B

X C
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Si se piensa en un rayo luminoso, aparece la idea de recta. Para notarla, se puede utilizar dos letras mayúsculas o una minúscula, como se observa en el ejemplo:


B
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Para pensar:

· ¿Por qué alcanza con dos puntos para  referirnos a una recta? ¿Sería suficiente uno solo?

Observe la representación de la recta r. El punto O perteneciente a  r determina dos “partes” en la recta. Cada una de ellas se denomina semirrecta. El punto O es el origen de cada una de las semirrectas. Para nombrarlas se usa el origen y otro punto de la semirrecta en cuestión.
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Se escribe OM, se lee semirrecta de origen O que contiene al punto M



OM y ON son semirrectas opuestas.


A continuación aparece la representación de algunos segmentos, En general, para nombrarlos se usan sus puntos extremos. 
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Para concluir con estos elementos fundamentales, imagine una pared, la superficie de una hoja, la tabla de una mesa, estas dan idea de superficie plana. Si se piensa en una lámina plana sin espesor, que se extiende sin límites en todas direcciones, se está cerca de la idea de plano geométrico. La forma en que se representa a los planos es diversa, también la manera de nombrarlos; sin embargo, suelen usarse letras del alfabeto griego.
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1.3  ANGULOS

Clasificación de ángulos
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Las semirrectas OA y OB delimitan una porción del plano sombreada, que da cuenta del ángulo (, que también se lo puede nombrar AOB.
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 OA  y  OB  son lados del ángulo (
Cuando dos rectas al cortarse determinan cuatro ángulos iguales, cada uno de ellos se llama ángulo recto.







Ángulo recto, amplitud 90º


                       

Un ángulo menor que un ángulo recto se llama ángulo agudo, un ángulo mayor que un ángulo recto se llama ángulo obtuso.





ángulo agudo                                  ángulo obtuso

Amplitud: entre 0° y 90°                  Amplitud: entre 90° y 180°

Llamamos ángulo llano a todo ángulo que tiene sus lados sobre semirrectas opuestas.



                         ángulo llano

                      
               Amplitud: 180°

1.3.1 Medida de un ángulo

Es importante destacar que la medida de un ángulo es un número que permite comparar la amplitud de ese ángulo con la de otro considerada como unidad.


Una vuelta completa corresponde a un ángulo de 1 giro, es decir, 360º. Este sistema de medida se conoce como sexagesimal.


1 ángulo de un giro

360º



1 ángulo recto

  90º



1 grado


  60 minutos



1 minuto


  60 segundos


Para medir ángulos se usa el transportador. Si dos ángulos tienen la misma medida, se dice que son congruentes

1.4 Relaciones entre ángulos

· Ángulos consecutivos

Dos ángulos son consecutivos si tienen el mismo vértice, un lado en común y ningún punto común fuera de los de ese lado.






A


AOB y BOC son ángulos 





 




consecutivos






      B

                          O               

                                               

C


· Ángulos complementarios

Dos ángulos son complementarios cuando la suma de sus amplitudes es igual a 90º

                    ( 

· ( (  (  ( 90º


· Ángulos suplementarios

Dos ángulos son suplementarios cuando la suma de sus amplitudes es igual a 180°.



(

(



( (  (  ( 180º

  

· Ángulos adyacentes
Se denominan ángulos adyacentes a los pares de ángulos que son consecutivos y suplementarios. En el dibujo anterior, ( y  (  son ángulos adyacentes.

· Ángulos opuestos por el vértice

Dos ángulos son opuestos por el vértice si los lados de uno de los ángulos son semirrectas opuestas a los lados del otro         ángulo.


A



     C

 







AOB y COD son ángulos 









Opuestos por el vértice.





         O



También lo son:









AOC y BOD






D


 B


Propiedad:

Los ángulos opuestos por el vértice tienen la misma amplitud.      


A

1.4. Bisectriz
En el ángulo AOB se ha dibujado la semirrecta OM,

de modo que (AOM ( = (MOB(. Esta semirrecta es

la bisectriz del ángulo AOB.


ACTIVIDADES

Calcular la amplitud de los ángulos indicados y justificar su respuesta.

Por ejemplo:




(
   130º


( = 50º, por adyacente 



a)

       1



b)



40º

2



70º




3














5

4









6





Ángulos entre paralelas

· Ángulos correspondientes
(Im. 6)
El dibujo muestra dos rectas a y b, cortadas por una tercera recta c.
 Los ángulos 1 y 3 determinados por estas rectas se llaman correspondientes.

En el dibujo: 1 y 3, 1´y 3´, 2 y 4, 2´y 4´, son pares de ángulos correspondientes.

Un caso especial es cuando las rectas a y b son paralelas.

Los ángulos correspondientes 


1´
1



determinados por rectas paralelas tienen 
    2
   2´



la misma amplitud, por ejemplo:



3´
3



( 1 ( = ( 3 (


    4
   4´

Decir que dos rectas cortadas por una transversal son paralelas, es lo mismo que decir que los ángulos correspondientes que éstas determinan tienen la misma amplitud.


· Ángulos alternos internos entre paralelas

Los pares de ángulos C y F, D y E, se llaman



    A
    B

alternos internos.







C       D











      E
      F











  G
 H

· Ángulos alternos externos entre paralelas
Los pares de ángulos A y H, B y G, se denominan alternos externos.

Los ángulos alternos, tanto internos como externos, entre paralelas tienen la misma amplitud.

1.5 Algo más: Vectores.


Movimiento y lugar están estrechamente unidos. Si dos puntos P y Q representan dos lugares en el plano, el segmento lineal PQ representa un movimiento por el camino más corto de P a Q.




                                            Q


La flecha indica que estamos ante un

segmento lineal orientado, asociado a un

sentido; la longitud corresponde a la distancia

P


del movimiento.


La idea de vector nace cuando es preciso comunicar la dirección, el sentido y la intensidad, por ejemplo, del viento, de una fuerza, de una velocidad. Primero fue el concepto, la idea, y luego el símbolo que lo representa.

Unidad 2:



NÚMERO Y NUMERACIÓN
1. 2.1Algo de historia

Intentar responder qué es un número y cómo representarlo ha cambiado a lo largo de la historia; a la vez que se complejizaba el mundo en lo social, aumentaban las necesidades referidas a las nociones matemáticas.

En la Prehistoria, las tribus más primitivas apenas si sabían distinguir entre uno y muchos. Más adelante utilizaron un lenguaje corporal y con ayuda de piedras consiguieron contar números cada vez mayores.

Los sistemas de numeración son construcciones conceptuales que sirven para representar los números. Las tribus más primitivas -tanto hoy como en la antigüedad- crearon símbolos para distinguir entre uno, dos,... cien,...

Sin embargo, no fueron matemáticos los constructores de este concepto. Fueron sacerdotes, astrónomos, comerciantes o funcionarios de las diferentes culturas los encargados de idear cada sistema. Esto fue así porque ellos eran los responsables de dar respuesta a infinidad de problemas prácticos.

2.2 Sistemas de numeración

Un sistema de numeración está formado por un conjunto de símbolos que se combinan respetando ciertas reglas, lo que permite representar los números. No siempre la manera de representar los números por escrito utiliza las mismas reglas que para nombrarlos oralmente. 

Los símbolos que representaban a los números no han sido siempre los mismos, por ejemplo:

( En Egipto, se representaban los números mediante jeroglíficos:

    

              l                               

             1         10         100       1000         10.000

Para indicar 204,  se usaba:  

I    I







I    I

Es decir, los símbolos se combinaban de manera aditiva:


204 = 100 + 100 + 1+ 1+ 1+ 1

( En Grecia, una de las representaciones de los números se hacía

   mediante las letras de su alfabeto:

 (
     (

  (

(
     
(alfa)       (beta)      (gamma)      (delta)  .........

               1              2                3                 4

( En Roma los símbolos que usaron fueron:

     I         V          X         L            C            D              M

     1        5        10         50         100         500        1.000

También se combinaban de manera aditiva, por este motivo, la cantidad de símbolos utilizados no daba cuenta del “tamaño” del número. Por ejemplo:



XXX VIII

D



     38


500



En este vistazo histórico, es oportuno destacar algunas diferencias. En los sistemas aditivos, como el egipcio o el romano,  los símbolos se colocan uno al lado del otro, repitiéndolos tantas veces como aparecen en el número. De esta forma las distintas cantidades se componen a partir del agregado aditivo de sus símbolos.

Sin lugar a dudas, mucha agua debió correr bajo el puente para llegar a los sistemas más evolucionados: los posicionales, en los cuales el lugar que ocupa cada símbolo determina su multiplicación por la potencia de la base. Otro hito importante en este desarrollo fue la representación del cero.

Ahora bien, conocer un sistema de numeración implica conocer sus leyes de formación y posición. Una es la que establece las pautas a seguir para los agrupamientos sucesivos -la base- y los símbolos a usar. En tanto, reconocer la necesidad de la posición, posibilita la extensión del campo numérico original.

Nuestro sistema de numeración:

· Está compuesto por diez símbolos que, combinados, pueden representar todos los números.

· Es decimal, en base diez, porque los distintos órdenes responden a agrupamientos de 10 elementos.

· Es posicional, porque el valor de cada símbolo depende de la posición que ocupa en el número.

Los números naturales son los números que usamos para contar: 1,2,3,4,... 135,... , 354,... Cada uno de estos símbolos y el nombre correspondiente permite identificar cuántos elementos tiene una colección determinada. Así, no es necesario tener presentes los objetos para recordar cuántos hay o para comunicarle a otro cuánto se tiene.

Una de las innovaciones más importantes de toda la matemática fue el cero. Como ya se mencionó, con él y los otros nueve símbolos se puede representar cualquier cantidad. Dada la característica posicional, se puede diferenciar entre 805, 85 y 850. El cero también aportó a la idea generalizadora de los números positivos y negativos.

A pesar de su enorme importancia y simplicidad, pasaron siglos antes de que la humanidad usara ese concepto con facilidad. La primera aparición indiscutible del cero tal como se usa hoy fue en la India, en una inscripción del año 876 de nuestra era. Los árabes lo llevaron a Europa en el Siglo XII, junto con los números indo-arábigos.


ACTIVIDADES

1. De acuerdo al ejemplo, descomponer de manera análoga los números 


a) 78.063

b) 4150

c) 90021

d) 23006

Ejemplo: 1497 = 1 x 1000 + 4 x 100 + 9 x 10 + 7 = 1 x 10³ + 4 x 10² + 9 x 10 + 7

2. ¿Cuál es el valor del símbolo 5 en cada uno de los siguientes números?

9578


150.000

20.005

357

1. Dos amigos piensan un número, gana el que piensa el número mayor. El de Diego contiene: 1300 unidades, 12 centenas y 15 decenas. El de Edgar contiene 2050 unidades, 40 decenas y 20 centenas. ¿Quién es el ganador?

2.2.1 Otros sistemas

En la actualidad existen otros sistemas de numeración que sirven para representar cantidades. Por ejemplo, para la medición del tiempo se utiliza el sistema sexagesimal, que se caracteriza porque la base de cada agrupamiento es 60. Recuerde que 1 hora = 60 minutos, 1 minuto = 60 segundos.

En los relojes digitales, cada casillero muestra (de izquierda a derecha), la hora, los minutos y segundos.

	13
	25
	15


Por ejemplo, este reloj marca: 13 horas, 25 minutos, 15 segundos.

2.3 Conjunto de los Números Naturales
El conjunto de los números naturales se identifica con N, y sirve para expresar la cantidad de elementos de una colección. Por eso:

Se llama número natural al cardinal de cada uno de los conjuntos finitos.

Se representan los distintos cardinales con los símbolos y reglas ya mencionados: 

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, ...

Algunos matemáticos no consideran al cero como número natural.

2.3.1 Características del conjunto de los naturales
(  N es infinito, es decir, posee una cantidad ilimitada de elementos.

( Dados dos números naturales a y b, se cumple alguna de estas tres relaciones 

entre ellos:                 

        EJEMPLOS

a = b  (  son iguales                                   6 = 6 ;  156 = 156

a > b  ( a es mayor que b                           9 > 7 ; 215 > 75

a < b (  a es menor que b                           3 < 11 ; 59 < 68

y cualquiera excluye a las otras dos.

Ello significa que, dados dos números naturales distintos, se puede establecer exactamente cuál es el mayor. Por eso decimos que el conjunto de los números naturales está totalmente ordenado.   

( N tiene primer elemento, pero no último elemento. Cualquiera sea el número natural que se elija, siempre es posible hallar su siguiente: basta con sumar uno al número pensado. Si el número pensado es 0, se puede calcular el siguiente, pero su anterior no es un número natural; por eso se considera que el 0 es el primer elemento del conjunto.

( Entre dos números naturales siempre hay un número finito de números naturales. Por ejemplo:

                  -Entre 4 y 9 hay 4 números naturales, que son 5, 6, 7 y 8

                  -Entre 17 y 21 hay 3 números naturales, que son 18, 19 y 20

Los conjuntos que cumplen esta propiedad se denominan conjuntos discretos.

Representación gráfica

Una forma de representar  consiste en ubicar los números sobre una recta, que se llama recta numérica. Para ello se toma como origen un punto que representa al cero. A continuación, a la derecha del cero, con puntos a igual distancia, se representan los números 1, 2, 3, 4, 5, 6,.... y así sucesivamente: 

           0     1     2     3    4     5     6     7    8     9    10   11   12

            l      l      l      l      l      l      l      l      l      l      l      l      l     ►        
No es necesario empezar a representar por el número 0; se pueden tomar tramos distintos de la recta numérica, de acuerdo a la situación que se quiera poner en evidencia:

                           182   183   184   185   186   187   188

                              l        l        l        l        l        l        l               ►    

También se pueden representar en ella números no consecutivos, teniendo en cuenta que igual distancia,  representa el mismo intervalo numérico. Observe que cada segmento de la recta representa 100 unidades.
                     200         300        400         500         600

                       l              l              l              l              l              ►              


Es decir, que para representar los números naturales desde su origen, es necesario una semirrecta, de origen 0. Además se debe fijar una longitud como unidad.


ACTIVIDADES

1. Si se considera el conjunto de números naturales, ¿se puede hacer corresponder a cada número natural con un número par? Observe el esquema:


0
1
2
3
4
5
6
7
. . .


(
(
(
(
(
(
(
(

0
2
4
6
8
10
12
14
. . .

¿Qué hay más, números naturales o números pares? ¿Por qué?

2. Al centímetro de costurera que usa Belén le falta el trozo que va entre el 0 y el 8.

a) ¿Cuál es la medida de una longitud que, según ese centímetro, es de...


23 cm?


75cm?


90cm?

b) Si se representa con ( la medida que indica ese centímetro, ¿qué cuenta hay que hacer con ( para obtener la medida real tomada? ¿Por qué?

2.4 Operaciones básicas con Números naturales
2.4.1 Adición

La adición es una operación binaria, es decir, opera entre pares de números. La suma de dos números naturales a y b es otro número natural c.
                a + b = c





4 + 5 = 9

a y b son sumandos o términos

4 y 5 son los sumandos

                c es la suma




9 es la suma

2.4.2 Sustracción


La operación que permite obtener la diferencia entre dos números naturales, cuando ella existe en N, se denomina sustracción. Restar de cierto número natural a otro número natural b significa hallar un tercer número c tal, que sumando c a b dé por resultado a.

a – b = c  (  a = b + c


8 – 5 = 3  (  8 = 5 + 3


Así, a es el minuendo;


8 es el minuendo

                
b, el sustraendo 



5 es el sustraendo

                
y c la resta o diferencia.


3 es la resta o diferencia.

2.4.3. PROPIEDADES DE LA ADICIÓN Y LA SUSTRACCIÓN

	PROPIEDAD


	DEFINICION
	EJEMPLO

	    CERRADA

	La suma de dos números 

naturales es otro número natural
	 2 + 0 = 2  es un número natural

 12 + 15 = 27  es un número natural

	
	La sustracción no es una operación cerrada.
	 23 – 29= ?    7 – 15 = ? 

 El resultado de una sustracción

 no es siempre un número natural.

	CONMUTATIVA


	Si cambia el orden de los términos, el total no varía

a + b = b + a
	3 +  8 = 8 + 3        4 + 5 = 5 + 4 

   11  =   11             9    =    9

	
	La sustracción no es conmutativa
	 8 – 5         5 – 8                                            

   3          No tiene solución en el

                conjunto de los naturales     

	ASOCIATIVA


	Si asocia los términos de

diferente manera, se obtiene el mismo resultado

(a + b) + c = a + ( b + c )
	 5 + (4 + 7) = (5 + 4) + 7

 5 +    11    =     9     +  7

      16        =        16

	
	La sustracción no es asociativa
	 7 – (3 – 2) ( (7 – 3) – 2

 7 –     1     (    4      – 2

      6          (       2

	UNIFORME
	Si sumamos a ambos miembros de una igualdad un mismo número, se obtiene otra igualdad.

Si a = b, entonces

a + c = b + c
	2 + 9 = 11  es una igualdad

 2 + 9 + 8 = 11 + 8

         19   =  19 obtenemos otra igualdad

	
	Si restamos a ambos miembros de una igualdad un mismo número, se obtiene otra igualdad.

Si a = b, entonces a – c = b – c
	     18 = 13 + 5 es una  igualdad

18 – 3 = 13 + 5 – 3 

 15 obtenemos otra igualdad 


2.4.4 Suma algebraica

Gabriel anotó las entradas de dinero y los pagos que hizo en estos días, en el orden que ocurrieron:



120 – 40 + 70 – 30 + 100 + 20 =



= (120 + 70 + 100 + 20) – (40 + 30)



= 310  -  70 = 240


Los cálculos, que son una sucesión de sumas y restas, se llaman sumas algebraicas. Algunas propiedades de esta operación son:

· Si a, b, c son números naturales, entonces: a – (b + c) = a – b – c


Ejemplo: 10 – (3 + 2) = 10 – 3 – 2 = 5

· Si a, b, c son números naturales, entonces: a – (b – c) = a – b + c


Ejemplo: 10 – (4 – 1) = 10 – 4 + 1 = 7


ACTIVIDADES

1. Completar con el signo ( o ( según corresponda: 


a) 17 – 14 – 3  ..... 17 – (14 – 3)


b) 46 – (30 + 2) ..... 46 – 30 + 2


c) 18 – 43 + 12 ..... (18 + 12) - 43

2. Se debe asociar o conmutar, de la manera más conveniente los sumandos de las expresiones que siguen para obtener el valor de x:


a) 12 + 3 + 37 – (5 + x) = 30


b) 10 – 3 + 7 + x + 4 = 2


c) 10 – x + 50 + 4 = 16

3. Se sabe que p – q = 200. ¿Cuánto vale entonces,


p – (q – 198)?

p – (q + 198)?

2.5 Multiplicación y división

2.5.1 Multiplicación


Dados dos números naturales m y n llamados factores, denominamos producto entre ambos, n . m, al número natural p que es igual a:

· cero, si n o m son cero;

· m, si n es uno;

· n, si m es uno;

· la suma de n términos iguales a m. 

Entonces:

Si n, m ( N



n . m = p



    factores    producto


     y:

0 . m = 0




1 . m = m




    Ejemplo: 

                         
n . m =  m + m + m + .... + m = c
    3 . 5  =  5 + 5 + 5  =  15

                                          

n  veces


       3 veces


2.5.2 Propiedades de la Multiplicación
	PROPIEDAD
	DEFINICION
	EJEMPLO

	    CERRADA

	Para todo par de números naturales, el producto es otro número natural.
	3 . 6 = 18

 18 es número natural

	CONMUTATIVA
	El orden de los factores no altera el producto

     a . b  =  b . a
	  7 . 3  =  3 . 7

    21   =    21    

	ASOCIATIVA
	Si se asocian los factores de diferente manera, se obtiene el mismo resultado.

   (a . b) . c  =  a . (b . c) 
	 5 . (3 . 2)  =  (5 . 3) . 2

                                    

     5  .  6    =      15  .  2

        30      =           30

	  UNIFORME
	Si multiplicamos ambos miembros de una igualdad por un mismo número, se obtiene una igualdad.

Si a = b, entonces a . c = b . c
	   2 . 3      =     6 igualdad

 2 . 3 . 4   =   6 . 4

     24       =      24

	   D

    I

   S

   T

   R

    I

   B

   U

   T

    I

   V

   A 
	Respecto de la suma
	El producto entre un número y una suma de números naturales es igual a la suma de los productos entre dicho número y cada uno de los sumandos.

 (a + b) . c  =  a . c + b . c
	(3 + 2) . 4  =  3 . 4 +  2 . 4 

      5  .   4  =    12   +    8

         20      =        20

	
	Respecto de la resta


	El producto entre un número y la resta de números naturales es igual a la resta de los productos entre dicho número con el minuendo y con el sustraendo.

 (a - b) . c  =  a . c – b . c
	 (5 – 3) . 4  =  5 . 4  –  3 . 4

        2   .   4  =   20    -    12

             8       =        8


2.5.3 División


Dados dos números naturales a y b, con b distinto de cero, se llama cociente exacto a ( b al número natural c, que cumple la condición de que al multiplicarlo por b sea igual a. En símbolos: 
a, b ( N con b (  0








 a ( b = c si c ( (  y  c . b = a


Los números que intervienen en la operación división se nombran de manera especial:



a   (   b   =   c



dividendo ( divisor = cociente


Entonces: 
 b  .   c  = a 



divisor  x  cociente = dividendo





2.5.4 Propiedades de la división en N

· La división de un número natural distinto de cero por sí mismo, es igual a 1.


a : a = 1 si a ( 0

5 : 5 = 1

· La división de 0 por cualquier número distinto de 0 es igual a 0


0 : a = 0 si a ( 0

0 : 5 = 0

· La división de un número natural por 1, es igual al mismo número natural


 a : 1 = a                     
 5 : 1 = 5

· La división en el conjunto de los números naturales no es cerrada, ya que el cociente entre dos números naturales no siempre es un número natural.



5 : 2 = 2,5 ( (
· La división no es asociativa y no es conmutativa.

2.5.5 Orden de operaciones en N

En un cálculo donde intervengan adiciones, sustracciones, multiplicaciones y divisiones, se deben efectuar:



1º) las multiplicaciones y divisiones



2º) las operaciones de sumas y restas, de izquierda a derecha


Ejemplo:
3 + 4 . 7 – 8 : 2 =




= 3 + 28 – 4 =




= 31 – 4 = 27


Otra convención importante en cálculos donde intervienen las operaciones matemáticas básicas y aparecen paréntesis es :



1º) las operaciones entre paréntesis



2º) las multiplicaciones y divisiones



3º) las sumas y restas, de izquierda a derecha.


Ejemplo: 
(2 + 3) . 4 – 3 . 3 =




=  5 . 4 – 9 =




=  20 – 9 = 11


PARA RESOLVER

1. Durante cada día, estoy 7 horas en el trabajo, 1 hora la dedico a la lectura y durante 2 horas como y hago tareas hogareñas. Durante el fin de semana hago 2 horas diarias de gimnasia. ¿Cuántas horas semanales estoy ocupado?


Exprese el problema utilizando cálculos combinados y paréntesis.

2. Efectuar los cálculos y reunir los que tienen el mismo resultado:


a) (6 + 8) : 2 – 4 : 2 =

b) (8 + 16) : 4 =


c) 6 : 2 + 8 : 2 – 4 : 2 =

d) (40 – 15 – 5) : 5 =


e) (6 + 8 – 4) : 2 =


f) 8 : 4 + 16 : 4 =


g) 32 : (2 . 2) =


h) 32 . 2 . 2 =

3. Hallar el valor de cada una de las expresiones teniendo en cuenta:


a = 10

b = 5 

c = 15 

d = 3   



(c + b) : b – a : b=



(c + b – a) : b =



c : d - d : d + (a – b)  =

2.6. Ecuaciones e inecuaciones

Hay algunas condiciones que son cumplidas por varios números naturales. Otras son cumplidas por solamente un número natural. Y también hay condiciones que no son cumplidas por ningún número natural. Algunos ejemplos  pueden servir para aclarar las afirmaciones, se presentan en lenguaje coloquial y en lenguaje simbólico y se dan los números naturales que cumplen con la condición:

	CONDICIÓN
	Números naturales que cumplen la condición

	Coloquial
	Simbólico
	

	Ser un número menor o igual que 3
	a ( 3
	 0; 1; 2; 3

	Ser un número que sumado a 4 dé 7
	 a + 4 = 7
	3

	Ser un número menor que 0
	a< 0
	No existe solución en N

	Ser un número mayor que 14
	a > 14
	15, 16, 17, 18, 19, ...

	Ser un número que multiplicado por 3 da como resultado 15 
	a . 3 = 15
	 5


· Se denomina ecuación a toda condición sobre números que se puede escribir simbólicamente mediante el signo =.

· Se denomina inecuación a toda condición sobre números que se puede escribir simbólicamente mediante cualquiera de los signos ( , (, ( , (.


ACTIVIDAD  

Determinar las soluciones de cada una de las siguientes expresiones:


a) X < 7


e) 1 ( x

i) 4 ( x





b) a + 15 = 13

f) 14 = x + 8

j) 1 > x


c) 0 > x


g) 5 . x = 35

k) y – 3 = 4


d) 9 : x = 3


h) x ( 0

l) q . 3 – 1 = 5 

2.7  Potenciación 


Imagine un pueblo en que las noticias se propagan de manera sorprendente. Cada vez que una persona, Doña María, se entera de algo lo cuenta a tres personas, y estas a su vez , cada uno se lo cuentan a otros tres y así sucesivamente.





.....


Doña María       .....





.....



La potenciación es una manera abreviada de escribir el producto de factores iguales. Así, en lugar de 3 . 3  se puede escribir 3².

· El producto de b . b es igual a b²  y se lee b al cuadrado.

· El producto de b . b . b es igual a b³ y se lee b al cubo.


El factor que se repite se llama base. El número de veces que se repite la base, es el exponente. 
        exponente

        base          3 ²   =   9         potencia


La operación realizada es la potenciación y el resultado es la potencia. 

Entonces:

Para calcular una potencia cuyo exponente es mayor que 1, se multiplica la base por sí misma tantas veces como indica el exponente.

Siendo a un número natural y  n es un número natural mayor que 1 se cumple: 
a  =  a . a . a . ........... . a

                            n factores

Ejemplos:

                 2  =  2 . 2 . 2 . 2  =  16                 0³  =  0 . 0 . 0  = 0

(  Toda potencia de exponente 1 es siempre igual a la base. Si a es un número natural, podemos decir que:      a¹  =  a

Ejemplos:
2¹ =  2                  15¹  =  15

(  Toda potencia de base distinta de 0, elevada al exponente 0, es igual a 1. Si a es un número natural distinto de 0 (a ( 0) podemos decir en general que:  aº  =  1

Ejemplos:
325º  =  1                       17º =  1

2.7.1 Propiedades de la Potenciación
	PROPIEDAD
	DEFINICION
	EJEMPLO

	Producto de potencias de la misma base
	El producto de potencias de la misma base es otra potencia de la misma base, cuyo exponente es la suma de los exponentes.

am .  aⁿ  =  am+ⁿ
	2³ . 2² = 2³+²

 8 . 4  =  25

  32    =  32

	Cociente de potencias de la misma base
	El cociente de dos potencias de la misma base es otra potencia de la misma base cuyo exponente es la resta de los exponentes.

  am   :   aⁿ  =  am-ⁿ
	
3  :3² =  34-²

 81 : 9 =  3²

     9    =   9  

	Potencia de otra potencia
	La potencia de una potencia es otra potencia de la misma base, cuyo exponente es el producto de los exponentes.

   (am) ⁿ  =  am.ⁿ
	( 2² )³  =  2².³

  (4)³   =   2 

    64   =   64  

	     Distributiva
	La potenciación es distributiva con respecto a la multiplicación y a la división

   (a . b)ⁿ  =  aⁿ . bⁿ

   (a : b)ⁿ  =  aⁿ : bⁿ
	 (2 . 3)² =  2² . 3²

     6²    =   4  .  9

      36  =  36

	     Uniforme
	Si elevamos ambos miembros de una igualdad a un mismo número, obtenemos otra igualdad.

Si a = b  entonces aⁿ = bⁿ
	     3 . 2  =  6

 (3 . 2)2  =  6²

         6²  =  36

        36  =  36


¡Importante!

La potenciación no es distributiva con respecto a la suma ni a la resta.


ACTIVIDADES

1. Calcular las siguientes potencias:


9³  =                                        
1  =


29¹ =
2  = 


10³ =
12º = 

2. Calcular aplicando las propiedades de la potenciación

              2 . 2³ = 
3³ : 3²  =


6 : 6 =  
2 : 2³  =  


   ( 5² )²  = 



    ( 5 )²  :  5¹º  = 

2. 8 Radicación

2.8.1 Raíz cuadrada

Como 5² = 25, se dice que 5 es la raíz cuadrada de 25 y se escribe 5 = (25.



índice  

                                       ²√25  =  5       
raíz cuadrada
                                radicando

El índice 2 habitualmente no se escribe. ²√25  lo escribimos √25.

Para hallar la raíz cuadrada de un número, buscamos el número que elevado al cuadrado nos dé el primer número



√ a =  b  si b²  =  a

Decir que el cuadrado de un número b > 0  es a, es lo mismo que decir que b es la raíz cuadrada de q.

Ejemplos:
√ 4  =  2  porque  2² = 4


√ 81 =  9  porque  9² = 81


√ 0  =  0  porque  0²  =  0

2.8.2 Raíz cuadrada aproximada

          Para hallar la raíz cuadrada de un número se usan tablas o calculadoras, obteniendo así el valor con la aproximación que nos proporcione el instrumento utilizado. Sin embargo, será la situación que se esté resolviendo la que imponga el error con el que se debe trabajar.

Ejemplo:

Se intenta aproximar el valor de (33

25 <  33  < 36


5²  <  33  <  6²

< (33 < 6

Se puede aproximar aún más:

Número
5,71

5,72

5,73

5,74

5,75

Cuadrado
32,6041
32,7184
32,8329
32,9476
33,0625

Resulta entonces que: 
5,74² <  33 < 5,75²




5,74 < (33 < 5,75

Se puede repetir el procedimiento para calcular la (33, pero serán aproximaciones.

2.8.3 Raíz cúbica
Para hallar la raíz cúbica de un número se debe encontrar otro número que elevado al cubo nos dé el primer número.


³√ a  =  b  si b³  =  a

Ejemplos:
³√ 8  =  2  porque  2³ =  8


³√ 64  =  4  porque  4³  =  64


³√ 1000  =  10  porque  10³  =  1000

2.8.4 La operación radicación


Además de poder calcular raíces cuadradas y cúbicas, podemos calcular raíces cuartas, quintas, etc. En general podemos decir que:

Se llama raíz enésima (de índice n) de un número natural “a”, a otro número natural “b” tal, que “b” elevado a la enésima potencia (de exponente n) da por resultado “a”.


                              
ⁿ√ a  =  b  si  bⁿ  =  a

Ejemplo:  ³√ 27  =  3  porque  3³ =  81

2.8.5 PROPIEDADES DE LA RADICACIÓN

	PROPIEDAD
	DEFINICION
	EJEMPLO

	    Distributiva
	La radicación es distributiva con respecto a la multiplicación y a la división.

 ⁿ√ a . b  =  ⁿ√ a . ⁿ√ b

 ⁿ√ a : b  =  ⁿ√ a  :  ⁿ√ b
	√ 16 . 4  = √ 16 . √ 4

    √ 64  =      4   .   2

        8    =    8

 √ 100 : 4  =  √ 100 : √ 4

        √ 25  =       10   :   2

            5         =        5


NOTA:

La radicación no es distributiva con respecto a la suma ni a la resta.


ACTIVIDADES

1. Completar la tabla. Cuando los números sean aproximados, usar dos lugares decimales.

N
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11

N²

(n

2. Calcular en los casos que sea posible, la propiedad distributiva: 

a)  ³√ 8 . 27  =  
d)  √ 36 : 4  =

b)  √ 64 . 36 = 
e)  √ 16 + 9 =

c)  √ 100 – 36 = 
f)  ³√ 1000 : 8 = 

2.9 Actividad Integradora Nº 1

Unidades:
1º Formas y movimientos




2º Número y numeración

Torneo de fútbol


Un grupo de chicos logró que uno de los clubes de la localidad ofreciera una cancha para la realización de un torneo. Sobre la capacidad del estadio, en el club informaron que si todos permanecen de pie pueden ubicarse 7200 espectadores; pero si se les ofrece la comodidad de sentarse, la capacidad se reduce, pues debe calcularse 1 persona sentada cada 3 de pie.

1. Calcular la cantidad de personas que entran sentadas.


Uno de los chicos soñaba con hacer el torneo en Boca cuya capacidad es de 65523 personas. Otro imaginaba hacerlo en River que puede recibir 82716 personas o en Vélez , 55852.

2. Ordenar los clubes según su capacidad de espectadores, de menor a mayor.

3. Calcular la diferencia que existe entre los tres clubes.

Entre varios chicos se repartieron la venta de las entradas.  

4. Realizar los cálculos para averiguar quién recaudó más dinero en la venta.

Matias 
(450 x 3º) – 135 : 5 + 21² + 170 x 3 =

Julián

25³ - (119 + 32 – 3 x 17) + 900 : 30 =

Daniel

(100 - (100 + 10) x 27 + 15³ - 800 : 20 =

Javier

180 : 5 – 28 x 6 + 4 (200 - (121 +13²) =


Al finalizar el torneo, un grupo de chicos juega a los penales. Para ello, deciden intentar convertir un gol desde diferentes ángulos. A continuación se presentan las distintas opciones.  


Responder:

5. ¿Cuál tiene más posibilidades de ganar? ¿Por qué?

6. ¿Qué clase de ángulo está representado en cada caso? Estimar la amplitud de cada uno.


A






B






C






D




Algo más sobre ángulos

7. Nombrar los ángulos y estimar sus medidas.

8. Clasificar los pares de ángulos de acuerdo a

lo visto en la Unidad Nº1.


Unidad Nº 3

NÚMEROS ENTEROS


En esta Unidad se presenta un nuevo campo numérico, que incluye a los números naturales y a los negativos. Este conjunto es denominado Números Enteros.


Además de los usos y características, se presentan las operaciones básicas, ya trabajadas con los naturales.




NÚMEROS ENTEROS
· La temperatura mínima del día de ayer fue de 3 grados bajo cero. Se espera que hoy la temperatura esté por encima de cero grados.

· La cumbre más elevada de la Cordillera de los Andes es el Aconcagua con 6959 metros. Pero, en la Provincia de Santa Cruz, hay terrenos que tienen un nivel inferior al del mar; el “Gran Bajo de San Julián” tiene 105 metros por debajo del nivel del mar.

· Pitágoras fue un famoso matemático que se cree nació en el 580 antes de Cristo. En tanto Carlomagno fue coronado emperador de Roma en el año 800 después de Cristo.

Estas expresiones ponen en evidencia el uso de escalas que  requieren de otros valores, más allá del origen de los naturales. Por otra parte, sumar dos números naturales no es problema. Pero restar dos números naturales, puede traer problemas: cuando el minuendo es menor que el sustraendo, por ejemplo: 

                                        15 -  23   =   ?         

Es decir, el conjunto de los números naturales no basta para hallar el valor de x en, por ejemplo, la siguiente ecuación:

X + 8   =   3

La respuesta a estos interrogantes se encuentra con los números negativos.

3.1 Conjunto de números enteros

3.1.1 Usos de los números enteros

Los matemáticos de la India, alrededor del año 700, descubrieron que necesitaban introducir nuevos números para resolver algunos problemas que los números naturales no permitían resolver. Los hindúes consideraron que, así como los números naturales podían ser usados para representar bienes o “lo que se tiene”, era útil tener otros números para representar deudas.

Por ejemplo, si se dispone de $160 para pagar una deuda de $ 180, al entregar todo el dinero queda aún con una deuda de $ 20. La cantidad de dinero que tengo lo escribo como +160, la cantidad de dinero que debo, la escribo como –180 (éste es un número negativo); luego, como sigo debiendo, lo escribo -20.


Otros ejemplos de los números negativos fueron expuestos al comienzo de la Unidad; para aclarar, se detalla cada uno de ellos.


· La temperatura mínima del día de ayer fue de 3 grados bajo cero.
        1º
Se espera que hoy la temperatura esté por encima de cero grados.
        0º


3 grados bajo cero, se escribe - 3º




        












      -3º

· La cumbre más elevada de la Cordillera de los Andes es el Aconcagua con 6959 metros. Pero, en la Provincia de Santa Cruz, hay terrenos que tienen un nivel inferior al del mar; el “Gran Bajo de San Julián” tiene 105 metros por debajo del nivel del mar.

Para expresar 6959 metros de altura sobre el nivel del mar, se escribe:



+ 6959 metros

Entonces, para expresar por debajo del nivel del mar, - 105 metros.

· Pitágoras fue un famoso matemático que se cree nació en el 580 antes de Cristo. En tanto Carlomagno fue coronado emperador de Roma en el año 800 después de Cristo.

Cuando se trata de ubicar un hecho, en nuestra cultura el acontecimiento que se usa como referencia es el nacimiento de Cristo: año 0. Entonces,


580 antes de Cristo

- 580


800 después de Cristo
+ 800


(
(
(
(
(
(
(
(
(

        -600    -400   -200
0       200     400     600     800

3.1.2 Características de los Números Enteros

A fines del siglo XVII, los números negativos fueron reconocidos. La historia, una vez más, les reveló a los matemáticos que la solución de ciertos problemas exige la invención de nuevos números. Así nació el conjunto de los números enteros.

En cierta forma, el conjunto de los números enteros puede ser considerada una ampliación del conjunto de los números naturales.

• Los números precedidos por un signo “menos”, por ejemplo: -1, -2, -3, ... -29, ..., son enteros negativos.

• Los números precedidos por un signo “más”, como: +1, +2, +3, ... +56, ..., son enteros positivos. (Generalmente no se coloca el signo +, pues se sobreentiende que ese número es positivo, entonces, se  escribe: 1, 2, 3, ..., 56, ...) 

• El cero también es un número entero, aunque cero no es positivo ni negativo.



El conjunto de los números enteros está formado por los enteros negativos, los números naturales, a los que también llamamos  enteros positivos, y el cero. 

• A este conjunto lo designamos con (.

              (  =  { ..., -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, ...}

CURIOSIDAD

¿Por qué a este conjunto se lo nombra  ( ?

En alemán, la palabra “número” se escribe Zahl. En el siglo XIX, fueron los matemáticos alemanes quienes más trabajaron en la fundamentación de los números enteros; por eso, se impuso la inicial de Zahl.

•   (  es infinito, al igual que N tiene una cantidad ilimitada de elementos.

• El conjunto de los números enteros ( no tiene primer elemento ni último elemento.3.1.3  Representación gráfica

Para representar los números enteros, elegimos un punto sobre la  recta, al que le asignamos el número 0 y adoptamos un segmento unidad (u).

 

                                   -3      -2      -1      0       1      2       3

Hacia la derecha del 0, representamos los números positivos (+) y hacia la izquierda, los números negativos (-).


ACTIVIDADES

1. Expresar con un número entero cada una de las siguientes situaciones:

 a) Un submarino navega a 400 m de profundidad bajo el nivel del mar.  

 b) La temperatura registrada era de 8° bajo cero.  

 c) No tengo ni debo nada. 

 d) El lago está a 250 m sobre el nivel del mar. 

 e) El año 315 antes de Cristo. 

 f) Voy al tercer subsuelo.

 g) Al pagar mis deudas, me sobraron $ 38.

2. Representar en la recta numérica los números enteros que se indican: 


-5,  -7,  3,  -1,  5,  6

                 A                  B                  0    C    2

           l      l      l      l      l      l      l      l      l      l      l      l      l      l      l     
3. ¿Qué números enteros representan los puntos de la recta numérica señalados con las letras?


A:


B:

 
C:

4. Escribir el conjunto de los números enteros que están a la derecha de –10 y a la izquierda de +10.

3.1.4 Valor absoluto de un número entero


Si se representan los números enteros –2 y 2 en una recta numérica, se observa que la distancia de cada uno de ellos al cero es la misma, 2 unidades.

                           2 unidades       2 unidades  
                         l           l           l           l           l              
                        -2         -1         0          1          2


Se denomina módulo o valor absoluto de un número entero a la      

   distancia de ese número al cero.


Es decir que, el valor absoluto de 2 es 2 y el valor absoluto de –2 es 2, ya que ambos números enteros están a una distancia de 2 UNIDADES con respecto al cero.


El módulo de un número se indica poniéndolo entre barras.

l 2 l  =  2  se lee “valor absoluto de 2”

l -2 l = 2  se lee “valor absoluto de  -2”


Por definición, el valor absoluto de 0 es 0, es decir:  l 0 l = 0

3.1.5 Números opuestos


Dos números enteros que tienen igual valor absoluto y distinto signo se llaman opuestos.


Por ejemplo: los números 2 y –2 son opuestos, pues tienen el mismo valor absoluto, 2.

              l a l = a                       l -a l  =  a                         


El opuesto de cero es cero.

3.1.6 Orden y comparación en el conjunto de los números enteros.


Hasta ahora, nunca dudó cuando le preguntaban ¿Es 3 menor que 7 ó 7 es menor que 3?, y pudo afirmar: 3 es menor que 7, en símbolos: 3 < 7. Pero, ¿es –3 mayor que –7? 


Si pensamos que –7 y –3 son deudas de dos personas, podremos resolverlo más fácilmente; veamos:

Juana debe $ 7

- 7

Pablo debe $ 3

- 3

La situación financiera de Pablo es mejor que la de Juana, pues él sólo debe $ 3.


Entonces, se puede afirmar que –3 es mayor que –7, pues deber $ 3 es mejor que deber $ 7. En símbolos, podemos indicarlo:

                           -3 > -7


¿Es fácil deducir como ordenar los números –4 y 3? Si se considera como situación financiera de dos personas, es mejor tener $ 3 que deber $ 4. En símbolos:           -4  <  3

· De dos números positivos, es mayor el que tiene mayor valor absoluto. 


Ejemplo:  25  > 16

· De dos números negativos, es mayor el que tiene menor valor absoluto.


Ejemplo: -100  > -500

· Un número positivo es siempre mayor que uno negativo. 


Ejemplo:  5  >  -602

· El cero es mayor que cualquier negativo y menor que cualquier positivo.


Ejemplo: -19 <  0 ;   0 < 13


Por otra parte, si se considera su ubicación en la recta, se puede afirmar que:

Un número entero a es menor que un número entero b si la representación de a sobre la recta está a la izquierda de la representación b.






(


(





a


b


ACTIVIDADES

1. Escribir el valor absoluto de los siguientes números:


   l – 21 l =  
l 7 l   =


   l 58 l    =
l -12 l  =

2. Colocar los signos <, = ó >, según corresponda


   -9 ............... –2
l -8 l .................... 8


    0 ................-17
    0  .................... l –3 l


    7 ................ 3
 -34 ..................... -67

3. Ordenar de mayor a menor las siguientes temperaturas.

        15°C;  -8°C;  -2°C;  0°C;  10°C;  -7°C

4. Construir una línea de tiempo ubicando los siguientes hechos históricos.

· Julio César nació en el año 101 antes de Cristo.

· Platón fue un filósofo griego que murió en el año 348 antes de Cristo.

· El Imperio Romano de Occidente cayó en el año 476.

· Jesucristo murió en el año 33.  

                                                       0

     l    l    l   l    l    l    l    l    l    l    l    l    l    l    l    l    l    l    l    l    l    l     ▶

3.2. Adición y sustracción de números enteros

3.2.1 Adición en Z

· Marcelito pide fiado en el quiosco de la esquina de su casa. Primero queda debiendo $ 2 y luego $ 4. ¿Cuánto debe Marcelo en el quiosco?


Como ambas cantidades son deudas, se representan con números negativos:(-2) + (-4) = -6


El cálculo anterior también puede escribirse así:   -2 – 4  = - 6

· Manuel recibe como regalo de cumpleaños $ 15 de sus abuelos y $ 25 de su padrino. ¿Cuánto dinero recibió Manuel en su cumpleaños?


Manuel recibió $ 15 y $ 25; por lo tanto, recibe en total $ 40. Las cantidades se representan con números enteros positivos:

  

(+17) + (+25)  =  +42


         17  +  25  =  42

La suma de números enteros del mismo signo es otro número entero, cuyo signo es igual al de ambos números y cuyo valor absoluto es igual a la suma de los valores absolutos de los sumandos. 

Ejemplos:        (-15) + (-6)=  -21               12 + 14 = 28

· Dardo debe pagar al banco $ 155. Si en su bolsillo tiene sólo un billete de $ 100, ¿podrá pagar la deuda?. Si no es así, ¿cuánto dinero le falta?


Debe pagar $ 155 y tiene sólo $ 100; para pagar toda la deuda le faltan $ 55. Al representar estas cantidades con números enteros, se puede escribir:

                              (-155)  + 100  =  -55



        -55  +  50  =  -5

· Mariana extrae del cajero automático $ 140. Con ese dinero paga $ 95. ¿Cuánto dinero le queda luego de pagar?


La persona tiene $ 140 y paga $ 95; le quedan $ 45. Se puede expresar la situación escribiendo:



140 + (-95)  = 45  ó   140 – 95 = 4

 La suma de dos números enteros de distinto signo es otro entero, cuyo signo es igual al signo del número que tiene mayor valor absoluto y cuyo valor absoluto es igual a la diferencia de los valores absolutos de los sumandos.

Por ejemplo:  100 + (-400)  =  -300       (-50) + 90  =  40
                        100  -   400   =  -300         -50  + 90  =  40  

NOTA
La suma de un número entero “a” y 0 es igual al entero “a”.

Ejemplo:  83 + 0 = 83    (-45) + 0 = -45    0 + 0 = 0

La suma de números enteros posee las mismas propiedades que la suma de naturales, ya estudiada.


ACTIVIDADES

1. Calcular las siguientes sumas, teniendo en cuenta las reglas para los números enteros.


a)  (-37) + (+42)  =  
d)  (+58) + (-64)  =  


b)  (-5) + (-16)  =
e)  (-26)  +  0  =


c)  (+18) + (+12) = 
 f)  (-29) + (-12) =

2. Problemas:

2.1 Horacio es muy gastador, debe $ 70 en la librería y $ 34 en el bar. ¿Cuánto debe en total?

2.2 Analía, en cambio, debe sólo $ 47 en la librería. Cuidando niños, consiguió reunir $ 37. ¿Logra pagar su deuda? ¿Por qué?

2.3 El ingreso mensual de Iván es de $ 490. Gasta en alimentarse $ 140, Viáticos $ 35, Gastos de la casa $ 85, para estudiar $ 75 y en impuestos $ 26. Si además debe pagar la cuota del auto de $ 108, ¿le alcanza?, ¿le sobra? ¿Por qué?

3.2.2 Sustracción en Z

· ¿Qué diferencia de altura hay entre la cima del Everest, que tiene 8.882 metros y el fondo de la fosa marina de las Islas Marianas, que está a 10.915 metros de profundidad?


Se puede realizar un gráfico de la situación.

La altura del monte Everest es 8882      __ 8882 metros

sobre el nivel del mar.








__ 0 Nivel del mar

La profundidad de la fosa marina

es  –10.915, pues está debajo del

nivel del mar.



__ - 10915 metros


Para calcular la diferencia de altura, se debe restar la altura del monte Everest a la de la fosa marina, como se indica:

                              8.882  -  (-10.915)


Esto es lo mismo que sumar al primer número el opuesto del segundo:


                      8.882  +  (+10.915)  =  19.797


Es decir, que en lugar de restar –10.915, se suma su opuesto.


Otro ejemplo.

· El 7 de marzo de 1876 Alexander Graham Bell patentó el teléfono. En 1892, en persona, inauguró la línea telefónica que comunicó a las ciudades norteamericanas de Chicago y Nueva York. ¿Cuántos años transcurrieron desde que Graham Bell patentó el teléfono hasta la inauguración de la primera línea telefónica?


Se pueden ubicar ambos hechos en una línea de tiempo

                  1876                                                1892

 ◀   l    l    l    l    l    l    l    l    l    l    l    l    l    l    l    l    l    l    l    l   ▶    


Para calcular cuántos años transcurrieron, se debe restar a la última fecha el año de la primera, como se indica:

                              
1892  -  (+1876)  

Esto es lo mismo que sumar al primer número el opuesto del segundo:

  
  

1892  +  (-1876)  =  16

Es decir, que en lugar de restar 1876, sumamos su opuesto.

Para restar dos números enteros, transformamos la resta en una suma, de tal forma que al primero le sumamos el opuesto del segundo.

El concepto de diferencia o resta en Z es el mismo que en el conjunto de los números naturales, salvo que en este conjunto todas las sustracciones son posibles. Por ejemplo:





9 – (-5)  = 9 + (+5) = 14





4 – (+7) = 4 + (-7) = -3





(-4) – (-8) = -4 + (+8) = 4





(-5) – (+11) = -5 + (-11) = -16


 ACTIVIDADES

Calcular las siguientes sustracciones, teniendo en cuenta la regla y los ejemplos anteriores.


a) 12 – (-19)  =
d)  (-12)  -  (+19)  =


b)  18 – (+6)  = 
e)  0 – (-5)  =


c)  (-18)  -  (-6)  =
f)  (-17)  -  (-17)  =

3.2.3 Suma algebraica de números enteros

Existe más de una manera para resolver una suma algebraica. Se trabajará sólo con la que avanza reduciendo el número de términos, es decir, se hacen las operaciones sucesivas y se reemplazan por los resultados parciales.

Por ejemplo:

3 + (-9)  +  (-4)  -  (-2)  =
Asociamos los dos primeros  términos y los reemplazamos por su resultado

   -6 + (-4)  -  (-2)  =


Asociamos los dos primeros nuevamente 




 
  y los reemplazamos por su resultado

         -10  -  (-2)  =


Convertimos esta sustracción en una suma

        -10  +  (+2)  =                         Resolviendo obtenemos:

                 - 8                                       

NOTA:

Para eliminar un paréntesis que se encuentra precedido por un signo menos, se deben cambiar los signos de los términos que se encuentran dentro de él; en cambio si está precedido por un signo más, al eliminar los paréntesis no se cambian los signos de los términos que se encuentran dentro del paréntesis. De la misma forma se eliminan corchetes y llaves.


Para aclarar, se presenta otro ejemplo que incluye paréntesis, corchetes y llaves.


7   +  { 5 – [ 5 + (4-6) – 5 ]  + 1 }  =
Separamos en términos




Resolvemos las operaciones del




paréntesis 4 - 6 


7    +    { 5 – [5 + (-2) – 5 ] + 1 } =  
Suprimimos el paréntesis

           7    +    { 5 – [5  –  2  –  5 ] + 1 }  =
Resolvemos las operaciones del




corchete: 5 - 2 = 3 

        7     +    { 5  - [  3  - 5 ] + 1 } = 
Resolvemos 3 - 5 = -2 

 
7      +   { 5  -   [ -2 ]  + 1  =
Eliminamos el corchete, teniendo

                                                                            en cuenta que hay un signo menos

                                                                            delante.


7      +   { 5   +   2   +  1 }  =
Resolvemos 5+2 


7       +   {    7    +    1   }   =
Resolvemos 7+1 


           7     +   { 8 }  =
Eliminamos la llave, precedida por

                                                                            signo +

                   7      +      8                                  
Resolvemos 7 + 8

  
                  15

Resolver las siguientes sumas algebraicas:


a)  10 – (-19) + (-15) – (-3)  =


b)  -24 + [-3 – (-4+2) + 2] – (-10)  =


c)  7 + {5 – [-4 + 8 + (5-8) – 5] }  =


d)  9 – {6 + [4 – 7 – (4+3-8)] + 4 }  =

3.3 Multiplicación y división de números enteros
3.3.1 Multiplicación en Z


Se recuerdan algunas de las propiedades  que se cumplen al multiplicar dos números naturales, utilizándolas para los enteros positivos y se avanza con las particularidades del conjunto de los enteros.

· Si multiplicamos dos números enteros positivos, el resultado es positivo.

        (+4) . (+5) = +20           (+) . (+) = (+)

· Si uno de los factores es 0, el producto es nulo.

                  (-9)  .  0  =  0                0 . (+17)  =  0

· Si multiplicamos dos números enteros de distinto signo:  el resultado es negativo.


         (-3) .  (+4) = -12             (-) . (+) = (-)


        (+2) . (-11) = -22             (+) . (-) = (-)

· Si multiplicamos dos números enteros negativos: el resultado es positivo.

(-8) . (-3) = +24

(-) . (-) = (+)

En síntesis:


( + )  .  ( + )  =  ( + )                 REGLA DE

        
   
( + )  .  ( - )   =  (  - )                      LOS



(  - )  .  ( + )  =  (  - )                   SIGNOS



(  - )  .  (  - )  =  (  - )

El producto de dos números enteros de igual signo es positivo; el producto de dos números enteros de distinto signo es negativo, y si alguno de los factores es 0, el producto es nulo.

3.3.2 ¿Por qué menos por menos es más?


Es difícil encontrar una respuesta sencilla y convincente, ya que la regla 

es puramente arbitraria y se adopta sólo para que no aparezcan contradicciones internas en la matemática. Pero existen algunas justificaciones que juegan con la lógica de su formulación. Tal es el caso del texto que se presenta a continuación y que pertenece al libro “Historia e historias de Matemáticas” de Mariano Perero.

En la isla Barataria, hay ciudadanos “buenos”, a los que se asigna el signo +, y ciudadanos “malos”, a los que se da el signo -. También se acuerda que: “salir” de la isla equivale al signo - y “entrar” a la isla equivale al signo +.

· Si un ciudadano bueno (+) entra (+) a Barataria, el resultado para la isla es positivo: (+)(+) = (+).

· Si un ciudadano malo (-) sale (-) de Barataria, el resultado para la isla es positivo: (-)(-) = (+)

· Si un ciudadano bueno (+) sale (-) de Barataria, el resultado para la isla es negativo: (+)(-) = (-)

· Si un ciudadano malo (-) entra (+) a Barataria, el resultado para la isla es negativo: (-)(+) = (-)

3.3.3 Propiedades


La multiplicación de números enteros es conmutativa, asociativa, también cumple la propiedad cerrada y la uniforme.


Además cumple la propiedad distributiva, que es de gran importancia, ya que ayuda a resolver ejercicios combinados de una manera más simple. 


    ACTIVIDADES

1. Calcular los siguientes productos, teniendo en cuenta la regla de los signos:


a)  6 . (-9)  =

d)  (-18) . 0  =


b)  (-4) . (-10)  = 

e)  (-1) . (-2) . (-7)  =


c)  (-3) . 16  = 

f)  (-2)  .  14  .  (-3)  =

2. Aplicar propiedad distributiva y resolver:


a)  (6 – 3 + 2) . 4  =               
b)  (5 – 2 – 4)  .  (-3)  =
3.3.4 División de números enteros


Dados los enteros a y b, con b ( 0, se dice que a : b es el entero c siempre que c multiplicado por b sea igual a a.


Para a, b ( ( con b ( 0


A : b = c si c ( ( y c . b = a


La división es la operación inversa de la multiplicación y la regla de los signos es la misma.


Por ejemplo:
(+9) : (+3) =  3



(-9)  : (+3) =  -3



(+9)  : (-3)  = -3



(-9)  : (-3)  =  3

NOTA:

- No siempre el cociente entre dos números enteros es un número entero.

Por ejemplo, la división 13 : (-2)  se puede resolver, pero su cociente no es un número entero.

- No se puede hallar el cociente cuando el divisor es cero.

Por ejemplo, la división –35 : 0, no se puede resolver.

3.3.5 Propiedades de la división en Z
· La división de cualquier número por 1 es igual a dicho número.

· La división de 0 por cualquier número distinto de 0, es igual a 0.

· La división de un número distinto de =, por sí mismos, es igual a 1.

· La división en Z no es cerrada.

· La división en Z no es conmutativa ni asociativa.

· Existe la propiedad distributiva de la división respecto de la suma algebraica en Z ya que,  el cociente de una suma algebraica por un número distinto de cero, es igual a la suma algebraica de los cocientes de cada término por dicho número.


ACTIVIDADES




1. Calcular los siguientes cocientes:


a)  300  :  (-30)  =
d)  (-42)  :  (- 1)  =


b)  (-200)  :  (-25)  =
e)  1000  :  100  =


c)  (-70)  :  (-70)  =
f)  (-49)  :  (-7)  =


ACTIVIDADES

2. Calcular efectuando una única división.


a) 20 : 4 – 36 : 4 – 12 : 4 =


b) [15 + ( -3) – 17] : ( - 5) =


c) –36 : 9 + (-27) : ( -9) – 45 : ( -9) =

3. Hallar el valor numérico de cada una de las expresiones siguientes para:



 P = 4, q = 6, s = -3, r = -2

a) (p + q + r) : r =


b) (2 r + 2 s) : (p + q) =


c) (2 p + 4 s) : ( -p) =

3.4. Potenciación y radicación de números enteros

3.4.1 Potenciación


La definición de potencia “n” establecida para los números naturales se cumple para los enteros, si n es un natural.

                                    exponente

                      aⁿ     =   a . a . ................ . a   =   b           potencia

                                                  n

                     base


Entonces:

a¹  =  a    Toda potencia de exponente 1 es siempre igual a la base.

a 0  =  1    Toda potencia elevada al exponente 0 da por resultado 1.

3.4.2 Regla de los signos


Así como hay una regla de los signos para la multiplicación y para la división, también existe una regla de los signos para la potenciación.

· Cuando el exponente es par, sea la base positiva o negativa, la potencia es postitiva.

Ejemplos:            (+5)²   =   5 . 5   =  25              ( -5)² = (-5) . (-5) = 25

· Cuando el exponente es impar, el signo de la potencia responde al de la base.

Ejemplos:            ( 3 )³   =   3 . 3 . 3   =   27        ( -3 )³ = (- 3) . ( -3) . ( -3)  =  - 27 

NOTA:

No es necesario memorizar estas reglas; es más sencillo realizar las multiplicaciones indicadas.

La potenciación en Z goza de las mismas propiedades que la potenciación en N. 
3.4.3 Radicación


Se recuerdan los elementos de la radicación en naturales que también sirven para los números enteros.

   
                                          Raíz           

           Índice              ⁿ√a   =   b             si  bⁿ    =  a

                             Radicando

●  Para resolver √49 se respondía: ¿Qué número elevado al cuadrado da como resultado 49? Es 7,   pues 7²  =  49

                                       √49  =  7                  Par√(+)  =  (+)   

●  Si queremos calcular  ³√-8, se debería formular la siguiente pregunta: ¿Qué número elevado al cubo da como resultado –8?  El número es –2, pues (-2)³  =  -8

                                        ³√-8  =  -2                  Impar√(-)  =  (-)

●  Para hallar √-36, la pregunta sería: ¿Qué número entero elevado al cuadrado da como resultado –36?  NINGUNO, pues   6² = 36 y (-6)²  = 36

                  √-36  =  no tiene solución en Z.
Par√(-) = no existe

●  Si se quiere calcular  ³√64, se debe preguntar: ¿Qué número entero elevado al cubo da como resultado 64? El número es 4, pues  4³ = 64

                            ³√64  =  64                      Impar√(+)  =  (+)  

( 3 )³   =   3 . 3 . 3   =   27 

Entonces:             Par√(+)  =  (+)           Par√(-)  =  No existe

                          Impar√(+)  =  (+)            Impar√(-)  =  (-)


La radicación en Z goza de las mismas propiedades que la radicación en N. 


ACTIVIDADES

1. Resolver las siguientes potencias y raíces, teniendo en cuenta los signos: 


a)  (-6)²  =                                    
e)  √ 64  =


b)  (-4)³  = 

f)   √-81  =


c)  (5)³  =

g)  ³√-27 =

2. Hallar el valor numérico de cada una de las siguientes expresiones, para: 

  

p = 2, q = -2, s = -1, t = 3
 
a) 4 p²

b) (-2) . q³


c) (p² + q²)

d) ( p – q) ³


e) ³( s . t¹ . s²

f) (p – q)³ : ³(s

4. Calcular


a) 1² + 2² + 3² =
b) (-1)² + (-2)² + (-3)² =


c) 1³ + 2³ + 3³ =
d) (-1)³ + (-2)³ + (-3)³ =


e) 1¹ + 2² + 3³ =
 f) (-1)¹ + (-2)² + (-3)³ =

3.5 Operaciones combinadas


Para resolver ejercicios combinados donde aparece potenciación y radicación, además de las cuatro operaciones fundamentales lo único que se debe tener en cuenta es el orden en que se resuelven las operaciones. Así resolvemos primero las potencias y raíces, luego las multiplicaciones y divisiones y por último sumas y restas.

Entonces, por convención:


1º Paréntesis


2º Potenciación y radicación


3º Multiplicación y división


4º Adición y sustracción
Por ejemplo:


³(512 . 3² - [2 + 8 : (-2)³] =


= 8 . 9  - [2 + 8 : (-8)] =


= 72 – [ 2 + (-1)] = 72 – 1 = 71

3.6  Ecuaciones


Al igual que las operaciones en Z cumplen las mismas propiedades que en  el conjunto de los naturales, las ecuaciones en Z se resuelven de la misma manera que en N.


Por ejemplo, ¿recuerda la ecuación planteada al comienzo, sin solución en N? En el campo de los enteros, se resuelve:



x + 8  =  3 
Se resta 8 a ambos miembros


                   x + 8 – 8 = 3 – 8 
Realizando las operaciones

        

x  =  - 5

Importante:
 Para resolver una ecuación, se deben seguir las siguientes pautas:

( Si un término está sumando en uno de los miembros, puede pasar

    restando al otro y viceversa.

( Si un factor multiplica a todo un miembro, puede pasar dividiendo

    a todo el otro miembro y viceversa.


Por ejemplo:

Soledad pensó un número entero, lo multiplicó por (-2), le sumó 9 y al número que obtuvo lo dividió por 3. Obtuvo como resultado 5. ¿Qué número pensó?

Si se llama x al número que Soledad pensó, se puede plantear:

   Pensó x                             
x

   Lo multiplicó por (-2)
x . (-2)

   Le sumó 9

x . (-2) + 9

   Al número que obtuvo

   lo dividió por 3

[ x . (-2) + 9 ] : 3

   El resultado es 5

[ x . (-2) + 9 ] : 3  =  5

Se resuelve la ecuación de la misma forma que cuando se trabaja en N. Es decir:

[ x . (-2) + 9 ] : 3  =  5

El 3 está dividiendo a todo el corchete donde está
 la x;




pasa al otro miembro multiplicando.

   x . (-2) + 9  =  5 . 3
     Se resuelven las operaciones indicadas en el segundo miembro.

     x . (-2)  +  9  =  15

Si se separa en términos, se puede observar que el 9 está afectando a todo el término donde está la x, por lo que pasa al otro miembro restando.

      x . (-2)  =  15 – 9
       Se resuelven las operaciones indicadas en el segundo




miembro.


 x . (-2)  =  6            Si se puede observar que el único número que afecta a




  la x es el –2 que está multiplicando, pasa al otro 

                                             miembro dividiendobtuvo como resultado 5. ¿Qu         


  x  =  6 : (-2)
          Resolviendo la división obtenemos el resultado.


    x  =  -3


ACTIVIDADES

1. Encontrar 5 números impares consecutivos cuya suma es 5.

2. La posición, en metros, de dos puntos de la Tierra respecto del nivel del mar, es:

Posición de M = 50,
Posición de N = -150

Se sabe que un tercer punto P está ubicado de manera tal que la posición de M respecto de P es igual a la posición de P respecto de N. ¿Cuál es la posición de P respecto del nivel del mar?

3. Resolver las siguientes ecuaciones:

a)  [ x . (-4) + 6 ] : (-2)  =  5

c)  [ (-4) . x + 8 ] : (-2)  =  (-4) . 2

b)  8 : (-4)  =  x : (-5) + 3

d)  x : 5 – (-8)  = 9 – 7

3.6. Más ecuaciones

Hay ecuaciones en las cuales la incógnita aparece en más de un término.

Para resolverlas, se deben hacer los pasajes de términos necesarios para que queden en un miembro todos los términos que tienen x y en el otro miembro los que no tienen x.


A continuación, se muestran los posibles pasos a seguir, a partir de un ejemplo. Se debe considerar que sólo se trata de una manera, si se respetan las propiedades y reglas para operar, existe más de un procedimiento adecuado.

4 . x  +  18 : 6 =  9  -  2  x

Se resuelven los productos y divisiones.

 4 . x   +   3     =  9  -  2 x

Se realizan los pasajes de términos. 2x 

que está restando en el segundo miembro pasa al primero sumando y 3 que está sumando en el primer miembro pasa al segundo restando.

4 x + 2 x  =  9 – 3


Se resuelven las operaciones indicadas

teniendo en cuenta que sólo se puede resolver juntos los términos con incógnitas y por otro lado los números,                                                                    pero jamás mezclarlos. En este caso,                                                                     se suman las x: 4x + 2x = 6x,  por el otro

                                                                 lado se restan los números:  9 – 3 = 6


        6 . x = 6



Se despeja la x . 6, que está multiplicando en el 1er. miembro, pasa al segundo dividiendo.

       x   =   6 : 6

                 Se calcula y se obtiene la incógnita.

       x   =   1     


ACTIVIDADES

1.Una señora gasta de sus ahorros $ 90 por semana. En este momento el monto de sus ahorros es de $ 3500

1.1 Encuentra una forma de expresar su ahorro dentro de k semanas.

1.2 Para k = 5, ¿qué significa el valor obtenido en la fórmula del ahorro?

1.3 Para k = -8, ¿cómo se interpreta el valor obtenido en la fórmula del ahorro?

2. Calcular el valor de la x en las siguientes ecuaciones:

a)  4 x – 4 . 5 – 2 x  =  25 – 15 : 3

b)  4 . (x+3) – 2 x  =  18

c)  7 x + 18 : 3  =  5 x – 10d)  3 . (2 x + 1) – 3 x  =  9 

Unidad N° 4 :

4.1 NÚMEROS RACIONALES

 Breve reseña histórica
En un momento del desarrollo de la humanidad, los seres humanos se dieron cuenta que no alcanzaba con los números que conocían –y usaban para contar, los naturales- para resolver todos los problemas. Quizás este fue el motivo por el que las fracciones más sencillas hicieron su aparición en el mundo.

Alrededor del año 2000 antes de nuestra era, los egipcios al desarrollar sus actividades en el arte de medir, comenzaron a manejar algunas fracciones sencillas, de numerador unitario. Por ejemplo 1/2, 1/3 o 1/6. En sus jeroglíficos aparecen frente a la necesidad de expresar porciones de una unidad al medir distancias. Vale decir que las fracciones se usaron en un comienzo asociadas a la medición de longitudes.

“El credo de Pitágoras y de sus discípulos fue: Todo es armonía y número. Con ello indicaban su firma creencia de que el orden del universo se percibe más claramente mediante los instrumentos matemáticos. Pitágoras realizó el siguiente experimento:

Tensó una cuerda musical que producía un sonido cuyo grado de elevación (tono) tomó como base. Hizo señales en la cuerda que la dividían en doce partes iguales. Al pisar la cuerda en 6 y hacerla sonar, observó que se obtenía un sonido consonante con el anterior, es decir, que armonizaban al producirse los dos juntos. Era precisamente, la octava superior. Pisó luego en el 9 y resultó otro sonido consonante con los anteriores: la cuarta superior. De la misma forma al pisar en el 8, se obtenía la quinta. Las fracciones de la cuerda: ½; ¾ y 2/3, correspondían precisamente a los sonidos consonantes fundamentales: octava, cuarta y quinta. Los sonidos producidos al pisar  en otros puntos, resultaban discordes o, al menos, no tan acordes como los anteriores. Si los números gobiernan la música –se dijo Pitágoras- es de esperar que, de alguna manera, gobiernen todo el universo”.(
)
4.2 Fracciones
Se trata de medir la longitud del segmento A , tomando como unidad el segmento U. 

                 (        ( A                       (         (         (        (   U

La pregunta es: ¿Cuánto mide A con respecto a U? Cada vez que se expresa numéricamente una cantidad, se la está comparando con otra a la que se llama unidad. En nuestro ejemplo, A es menor que U, entonces su medida está entre 0 y 1. Si se colocan tres segmentos consecutivos de longitud A, se obtiene un segmento de largo U. Se puede afirmar que A es un tercio de U. Es decir, que A es 1/3 de U.                                                                        

1/3  es un número fraccionario que representa la tercera parte de 1, es      

decir 1 : 3. Esta división queda indicada con la línea de fracción.

Se denomina fracción a un cociente entre dos números enteros. Si a y b  son números enteros con b ( 0 (porque la división por 0 no existe), entonces:

Es una fracción

_a_                numerador                                       

                                             b                 denominador

4.2.1 Distintos significados
Las fracciones sirven para expresar distintas cantidades. Y, tanto en situaciones que provienen de la misma matemática como en otras cuyo origen se encuentra en distintos contextos, estos números aparecen con diferentes significados.

· Fracción como parte de un todo.

Marianela ha leído 30 páginas de un libro que tiene 180 páginas. ¿Qué fracción del libro lleva leída? ¿Qué fracción le falta leer?

Marianela lleva leído:           30          total de páginas leídas

                                           150          total de páginas

Total de páginas – páginas leídas =  150 – 30 = 120         páginas no leídas

Le faltan por leer:                120         páginas no leídas

                                            
 150          total de páginas

· Fracción como operador

En un club de 640 socios 5/8 juegan al fútbol. ¿Cuántos socios juegan al fútbol?

                  5/8  de  640 socios

Si se quiere calcular cuántos socios del club juegan fútbol, se debe hallar 5/8 de 640. Este “de” se traduce matemáticamente como una multiplicación:

                  5 / 8 . 640  =  (5 . 640) : 8  = 3200 : 8  =  400 socios

Se puede pensar que 5/8 es un operador que cuando se lo aplica a un número lo multiplica por 5 y lo divide por 8.

· Como porcentaje

Para responder, por ejemplo, ¿qué porcentaje del grupo son varones?, es necesario comparar la parte correspondiente a los "varones" con el total de personas del grupo. Se puede expresar la relación parte - todo con una fracción para un total de 100 alumnos.  Si cada 4 personas, tres son varones, entonces:

3/4 de 100 es 75, entonces el porcentaje de varones es de 75%.

Esta forma de "pensar" las fracciones suele no ser tenida en cuenta. Sin embargo, el porcentaje es una de las herramientas más utilizadas en nuestra vida cotidiana.

· Como razón 

Al margen que el desarrollo del tema de proporcionalidad se tratará más adelante, es importante destacar la relación que existe con el campo de las fracciones. Para aclarar esto, se presenta el siguiente ejemplo:


El diariero de la esquina vende 3 revistas por $ 5. ¿Cuántas compro con $ 10? ¿Cuánto dinero necesito si quiero comprar 18 revistas?

Para responder, se puede realizar una tabla de valores

	Revistas
	  3
	 6
	18

	Precio
	  5
	 10
	30


En este ejemplo, la relación que existe entre la cantidad de revistas y su costo se puede expresar por medio de una fracción. Si por cada 3 revistas pago $ 5, entonces la razón numérica es de 3/5. 

· Como probabilidad de que ocurra un suceso

Si se considera el hecho de arrojar un dado, se debe tener en cuenta que pueden ocurrir 6 sucesos diferentes dependiendo cada uno del número que se obtenga.

¿Cuál es la probabilidad de sacar un 2 al tirar un dado?

Un dado posee 6 caras numeradas del 1 al 6. Si se trata de un cuerpo regular, se afirma que existe la misma probabilidad de que salga un dos o un tres o cualquiera de sus números, al arrojarlo. Vale decir que la probabilidad de que salga uno de los números es de 1 caso favorable entre 6 casos posibles, o sea:
1 en 6

1 caso favorable

6 casos posibles

· Como número racional

Como ya se mencionó:

Una fracción a/b es un cociente entre dos números enteros a y b, con b distinto de cero.

Si se acepta esta definición de fracción, se comprueba que la misma es abarcativa de todos los demás significados que se establecieron hasta aquí. En realidad, la misma da cuenta del concepto matemático de número fraccionario.

· Como resultado de una ecuación
Cada campo numérico responde a distintas necesidades provenientes de la vida cotidiana. A estas razones de índole práctica, se deben agregar las que provienen de la matemática que da cuenta de los distintos números como resultado de diferentes tipos de ecuaciones.

En el caso de los números racionales, su nombre viene de "razón"; expresan una razón entre dos números enteros. Y también pueden ser presentados como resultado de una ecuación, del tipo 3 : 4 = x  ó  3 = x . 4

Sobre las características del conjunto de los números racionales, se avanzará una vez que se hayan presentado fracciones, decimales y la relación entre ambas representaciones.


 PARA RESOLVER

1. ¿Cuántas cartas, como mínimo, debe tener un mazo para que pueda repartirse, equitativamente si juegan:

a) 2 ó 5 jugadores;

b) 2, 3 ó 5 jugadores?

2. Resolver:

a) En un curso de 45 alumnos, 9 no aprobaron la evaluación. La misma evaluación se tomó en un curso de 48 alumnos y no aprobaron 12. ¿Qué porcentaje de alumnos no aprobó la evaluación en cada curso? ¿En qué curso hubo un mayor rendimiento?

b) En un total de 90 personas, la tercera parte finalizó la escuela primaria solamente y las 2/5 partes finalizaron la secundaria. El resto nunca estudió. ¿Cuántas son las personas que nunca estudiaron?

3. Para repartir 4 barras de chocolate entre 6 amigos, se fraccionó cada una en “barritas” más pequeñas y cada amigo recibió 8 “barritas”.

a) ¿En cuántas partes se dividió cada barra para que ello ocurriera?

b) ¿Y si cada amigo hubiera recibido 2 “barritas”?

4. Observar los segmentos: m, n y p:

          m l       l        l        l        l

          n l       l         l        l

          p l        l         l

a) ¿Cuál es la medida de n si se toma como unidad el segmento m?

b) ¿Cuál es la medida de n si se toma como unidad el segmento p?

c) ¿Cuál es la medida de p si se toma como unidad m?

d) ¿Cuál es la medida de p si se toma como unidad n?

4.2.2 Distintas Representaciones
Es frecuente encontrar en los libros distintas representaciones gráficas y numéricas de las fracciones. Para comenzar, se presentan algunos gráficos y esquemas, sin olvidar la recta numérica.

· Representaciones gráficas

- Parte de un entero





   3/4 del total

- Parte de una colección de elementos






   4 corazones iguales, 3 de ellos de color rojo.

3/4 de los corazones son rojos

- Una posición

l
 l
 l  

El segmento se puede dividir en 4 partes iguales.   Se marcan las 3/4 del mismo.

4.2.3 Fracciones y recta numérica
Representar un número en una recta no es otra cosa que ubicar el punto que le corresponde al número en cuestión. Esta representación de los números permite ordenarlos y así reconocer más fácilmente entre qué números se encuentra otro. 

LA UNIDAD


     L


   l
 

     l


         l




     0





    1

LOS MEDIOS


     l


   l


     l


         l


    0


  ½


2/2 = 1

       3/2

LOS TERCIOS


     l

    l       
    l   

     l

      l
    

    0

  1/3

  2/3

3/3 = 1
    4/3

LOS CUARTOS


     l
         l

    l
          l
      l

l



     0
        ¼        2/4 = ½
         ¾
4/4 = 1         5/4

LOS SEXTOS


     l         l          l          l          l           l          l           l          l

 
    0
  1/6  2/6 = 1/3 3/6      4/6      5/6   6/6 = 1    7/6      8/6

4.2.4 Representaciones numéricas.


Además de las representaciones gráficas, sean a partir de la recta numérica u otras, las fracciones poseen desde el marco numérico variedad de formas de representación.


Si se considera la fracción 2/5, podemos expresarla:

como porcentaje: 40 %

como número decimal: 0,4

con escrituras equivalentes: 1/5 + 1/5; 2 . 1/5 (dos por un quinto)

4.2.5 Relaciones entre fracciones: Fracciones equivalentes

Se han presentado distintas representaciones, tanto gráficas como numéricas, de las fracciones. En ellas se puso en evidencia que a veces distintas fracciones representan la misma cantidad de elementos de un conjunto o la misma parte de un entero.

Las fracciones que representan el mismo punto en la recta o la misma cantidad, son fracciones equivalentes.




 1/3 es equivalente a 2/6

A continuación se muestra un grupo de fracciones equivalentes. Se puede seguir aumentando este conjunto de manera ilimitada. Lo cierto es que cada familia o conjunto de fracciones equivalentes es infinito: siempre puedo encontrar una fracción equivalente a partir de multiplicar numerador y denominador por el mismo número.

	
	


	
	
	
	


	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	
	


	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


½ = 2/4 = 3/6 = 4/8 = 5/10 = 6/12 = 7/14 =...

Si se multiplica o divide el numerador y denominador de una fracción por un mismo número, se obtiene una fracción equivalente a la primera.


Por ejemplo:

: 2
      x 3

 4/10
 =    2/5     =
   6/15

¿Cómo se pueden reconocer dos fracciones equivalentes? Para poder responder, se comparan fracciones que son equivalentes.


 3 
 15 

 4 
 8 

 5
 25

 7
14

        3 . 25    5 . 15
        4 . 14
7 . 8


  75 = 75

  56 = 56

Cuando se trata de fracciones equivalentes, los productos cruzados son iguales. En símbolos:   a/ b y c/d son equivalentes si  a . d = b . c

4.2.6 Fracción irreducible

La fracción que pertenece a una familia y cuyos términos son los menores, se llama fracción irreducible o expresión mínima de la familia de equivalentes que representa.

Por ejemplo, 2/3 es la fracción irreducible de la siguiente familia:

2/3 = 4/6 = 6/9 = 10/15 = 12/18 = 14/21 = ...


ACTIVIDADES

1. Efectuar la mayor cantidad de simplificaciones (división de numerador y denominador por el mismo número) en cada expresión fraccionaria.

 
a)  3 . 2 . 5 . 7 . 4

b)  2100

c)  840

     4 . 6 . 2 . 5 .10

      1200

   2400

2. Dibujar un segmento que mida una unidad sabiendo que:

AB = 6 cm = 3/5 de la unidad

CD = 6 cm = 5/4 de la unidad

3. El siguiente cuadrado está formado por figuras de tres tipos: A, B y C, que se pueden representar de acuerdo con la fracción del cuadrado original que ocupan.



(im. 1)

a) ¿Qué parte está rayada? ¿Y pintada?

b) ¿Cuál es el la que tiene mayor superficie?

c) Un amigo dice que la parte pintada es 12/36, en tanto otro chico representó esa parte usando la fracción 1/3. ¿Quién tiene razón? ¿Por qué?

4.3 Operaciones con fracciones

4.3.1 Adición y Sustracción de números racionales en forma fraccionaria

Se presentan dos casos:  1°) las fracciones tienen igual denominador.


                                           2°) las fracciones tienen distinto denominador.

1°) Se desea sumar  1/12 ; 2/12 y 3/12 , que representan las partes que comieron tres amigos de una torta de cumpleaños. ¿Qué parte de la torta comieron entre los tres?

Para responder, se deben sumar las porciones que comió cada uno, es decir:

                              1   +  2   +   3
                             12     12      12

Es fácil ver que el resultado es 6/12 , que se obtuvo de la suma de 1, 2 y 3 que indica la parte de la torta que comió cada uno.

         1  +  2  +  3   =    6        Se puede simplificar el resultado dividiendo al 

        12    12    12       12        numerador y al denominador por 6: 6/12 = 1/3

Para sumar o restar fracciones de igual denominador, se suman o se restan los numeradores y se escribe el mismo denominador.


Por ejemplo:              4   -   3   =   1 

        
                                  7       7         7

2°) La mitad de un afiche contiene información y la tercera parte del mismo se usó para ilustraciones. ¿Qué parte del afiche está ocupada? 


Para resolver este problema debemos sumar  ½ y 1/3


Como se ve, tienen distinto denominador. Se debe tratar de transformarlas (obteniendo fracciones equivalentes) en fracciones que tengan el mismo denominador. Para ello se buscan fracciones equivalentes a cada una de ellas.

                                  . 

                  

1   =   2   =   3   =   4   =  5   ...

2        4         6       8      10


                                              ½ + 1/3 = 3/6 + 2/6 = 5/6

 1   =   2  =  3 =  4   ...

 3        6      9    12


Se buscan fracciones equivalentes a las dadas, que tengan el mismo denominador. Se reemplazan las fracciones equivalentes a las dadas originalmente. Entonces, se suman las fracciones de igual denominador y se resuelve como en el caso 1°),y obteniendo 5/6.

 Si las fracciones tienen distinto denominador, se buscan otras fracciones equivalentes a las dadas que tengan igual denominador  y se resuelve como en el caso 1°).

Por ejemplo:  3  -   1   


                      4      6

3  =  6  =    9   =   15   ...          

4      8       12       20           


                                       ·3/4 – 1/6 = 9/12 – 2/12 = 7/12

1  =    2     =  3  =  4  ...

6       12       18    24


Las sumas y restas en el conjunto de los números racionales cumplen las mismas propiedades que en el conjunto de los números naturales


   ACTIVIDADES

1. Resolver las siguientes operaciones, recordando buscar fracciones equivalentes cuando sea necesario.


a)  11 – 7  =
d)  4 – 1 + 2 =

                4     3                                                          21   7    3


b) 3 + 7 =
e) 1 – 1 + 2 =


            5    2                                                              3    4     5


c) 8 – 1 + 2=
f)  2 – 3 + 1 =

            9    3    6                                                         11   2

2. Fernando recorrió cierto trayecto. 1/5 del trayecto lo recorrió caminando, 1/4 del trayecto lo hizo en bicicleta y el resto en tren. ¿Qué parte del trayecto hizo en tren?

4.3.2 Multiplicación de números racionales en forma fraccionaria

Para multiplicar y dividir fracciones no es necesario que tengan el mismo denominador. Para entender la regla, se presenta la siguiente situación:

En el terreno de un club se quiere construir una cancha de fútbol. La cancha medirá de largo las tres cuartas partes del largo del terreno y de ancho dos quintos del ancho del mismo.

         ¿Qué parte del campo ocupará la canchita?

Se dibuja el plano del campo de deportes de la siguiente manera:                                                                     

	
	
	
	
	          

	           
	
	
	
	

	
	
	
	
	

	                                                                   
	
	
	
	


            


En el dibujo, el terreno queda dividido en 20 partes iguales, de las cuales la cancha ocupa 6. Entonces, 6/20 representa la parte del área del terreno que ocupa la canchita.


Para multiplicar fracciones, se multiplican los numeradores para obtener el numerador y los denominadores para hallar el denominador.

                             3   .   2   =   6    

                             4       5       20

El producto de dos o más fracciones es otra fracción cuyo numerador es el producto de los numeradores y cuyo denominador es el producto de los denominadores. En símbolos:
a   .  c  =  a  .  c


b     d       b  .  d

NOTA
Cuando sea posible, se simplifica cualquier numerador con cualquier denominador de las fracciones dadas, antes de multiplicar. De esta forma, resulta más sencillo trabajar, pues los números son más pequeños.

Ejemplo:

                        1

                5   .   4   =   5  

                8       3        6

                2


   ACTIVIDADES

Resolver los siguientes productos, teniendo en cuenta que se sigue cumpliendo la regla de los signos empleada en el producto de números enteros. ¡Recuerde simplificar cuando sea posible cualquier numerador con cualquier denominador!

a)   ( -2 )   . 15  =          b)   2  .  (- 5)  .  ( -3)   =
     c) 1  .  3  . ( -4)  =

         5         7                      4        6        10
         3     12     5

4.3.3 División de números racionales en forma fraccionaria

Al igual que en el caso de la multiplicación, preste atención a la situación que se presenta:

Mario compró un terreno y en la mitad del mismo quiere construir tres departamentos. ¿Qué parte del terreno ocupará cada departamento?


Se puede dibujar el plano del terreno de la siguiente manera:

	
	
	

	Dpto. 

   1
	Dpto.

    2
	Dpto.

   3



El terreno queda dividido en 6 partes iguales. Un departamento ocupa 1 de las seis partes en la que ha quedado dividido el terreno; entonces 1/6 es la fracción que representa el área del terreno que ocupará 1 (un) departamento.


También se puede resolver esta situación mediante una división 1/2 : 3    Dividir por tres es lo mismo que tomar la tercera parte; entonces dividir por tres es multiplicar por 1/3 . Entonces, 

                              1   .   1    =   1    

                              2       3         6

Para dividir dos fracciones, se multiplica la primera por la fracción inversa de la segunda.

Recuerde:

· La fracción inversa de 3 es  1/3.

· La fracción inversa de  1/3 es 3.

· La fracción inversa de 2/5 es 5/2.  


En general, la fracción inversa de a/b es b/a.


   ACTIVIDADES

1. Realizar los siguientes cocientes, simplificando cuando sea posible.


a)  ( - 8)  :  2  =
b)  (-2)  : 100  =

                 3        6                                                         5         4

        c)   ( -15)  : ( -5)   =                   
d)  8   :  16  =

                   6          9                                                   5      30

2. Calcular los 2/3 de los 3/5 de 30 y los 3/5 de los 2/3 de 30. ¿Son iguales?

3. ¿Qué fracción de hora es 4/5 de 2/3 de hora? ¿Cuántos minutos son?

4. ¿Qué fracción dividida por 2/3 da 5/6?


La multiplicación y la división en el conjunto de los números racionales cumplen con las mismas propiedades que en el conjunto de los números naturales.

4.3.3  Operaciones Combinadas

Las operaciones combinadas con números racionales se resuelven siguiendo el mismo orden que las operaciones combinadas con números naturales y enteros. Por ejemplo:

         5    +     3   :   5  =           Se separa en términos y se resuelve la división

         2           8       4

          5     +       3    =              Se resuelve la suma buscando una fracción 
          2             10                   equivalente a  5/2 con denominador 10,  25/10

         25    +       3  =   28        Simplificando 28/10 = 14/5
         10            10      10


    ACTIVIDADES

1. Resolver las siguientes operaciones combinadas, teniendo en cuenta el ejercicio antes resuelto. 


a)  3 : 1 – 21 . 5  =
c)  5 .     5  – 1   + 1 =

     2   4    25   7                                                  8       4     2      8


b)  2 – 1 : 3 + 1 =
d)     1 + 1   . 2 + 3 . 1 =

              3    6   4    2                                                      3                 5   2

2. Plantear y resolver las siguientes situaciones problemáticas:

a)  María Laura toma 1/4  de litro de leche en el desayuno, 1/5  de litro en la

merienda y 3/8  por la noche. ¿Cuánta leche toma cada día?

b) Un ciclista ha recorrido los ¾ del camino. Después de un descanso recorre un tercio del resto. Todavía le faltan por recorrer 8 km. ¿Cuál es la longitud del camino?

c) ¿Cuántos vasos de 1/8  de litro se pueden llenar con el contenido de una jarra 

de gaseosa de 9/4 de litro?

d) Si con 1/3 kg de arroz lleno ¾ de un tarro, ¿cuántos tarros llenaré con 1kg de arroz? 

4.4   Números decimales
4.4.1 Fracciones y decimales

Las fracciones decimales son aquellas que tienen por denominador la unidad seguida de ceros, o, lo que es igual, aquellas que tienen por denominador una potencia de 10, por ejemplo, 10, 100, 1000, ...


Por ejemplo:



3/100
tres centésimos


0,03


           7/10 siete décimos



0,7



2  1/10 2 enteros, 1 décimo

2,1


Para convertir una fracción (cualquiera) en número decimal, hay que tener en cuenta que se trata de un cociente. Es decir,


3/5 = 3 : 5
30  l  5  

entonces 3/5 = 0,6



  
 0    0,6




  /


Pero, para escribir en forma de número decimal una fracción decimal, se escribe sólo el numerador y se separan con una coma, a partir de la derecha, tantas cifras decimales como ceros tenga el denominador. Por ejemplo:


1/10 = 0,1


1/100 = 0,01


1/1000 = 0,001


32/10 = 3,2


32/100 = 0,32

4615/1000 = 4,615

4.4.2 Operaciones con números decimales

A diferencia de las fracciones, los números con coma respetan las mismas reglas que se usan para operar con los números naturales. Quizás ese es el motivo principal por el cual el sistema monetario lo utiliza.

· Para sumar o restar números decimales, se ponen en columna las comas y se suman o restan los números como si fueran naturales, respetando el lugar de la coma.

Por ejemplo:


0,7 + 2,35 = 3,05


3,6 – 2,14 =  1,46



0,7



         3,60 


        + 2,35



      -  2,14


3,05



         1,46

· Para multiplicar dos números decimales (con coma), se efectúa la multiplicación como si fueran números naturales y en el producto se separan tantas cifras decimales como cifras decimales tienen los factores.

Por ejemplo:   3,85 x 2,7




       3, 85    2 cifras decimales

 385  x  27 =  385 x 27  = 10395 = 10,395 

       x 2,7    1 cifra decimal

 100      10     100 x 10       1000



       2695









       770  








    10,395    3 cifras decimales


El pensar antes de hacer la cuenta cerca de qué número entero está el resultado y cuántas cifras decimales tiene, permite saber si el resultado al que se llega es el correcto.

4.4.3 División

Al igual que al multiplicar, es conveniente tratar de anticipar antes de resolver la cuenta, para no equivocarse. Por ejemplo, al resolver 56,4 : 0,25 =

1º) Para estimar cerca de qué número va a estar el cociente, se puede pensar que 0,25 es 1/4, entonces al dividir 56 : 1/4 es aproximadamente, 224.


56,4 = 56 4/10 = 564/10


0,25 = 25/100

2º) Al dividir dos fracciones, la segunda se invierte o sea que quedaría:


564/10 x 100/25 = 5640/25 = 5640 : 25

Para poder dividir números con coma con el procedimiento que ya se conoce, se debe intentar igualar la cantidad de decimales y luego olvidar la coma.


 5640
   l   25   

-50
    221,6


   64


  -50

   40


  -25

   150


  -150
        
       0

3º) Si se necesita conocer con mayor precisión el valor obtenido, se debe pensar cómo trabajar con la parte decimal, con los décimos del dividendo, por lo cual se coloca una coma en el cociente y se sigue la cuenta.


Para resolver una división entre números decimales se deben tener en cuenta la cantidad de decimales de dividendo y divisor, igualarlas y luego suprimir la coma, para hacer el cálculo como si fueran números enteros.


Para resolver

1. Cálculo mental, sin hacer las cuentas, responder:


a) El resultado de 643,51 x 16,43 es cercano a:

10 - 100 - 1.000 - 10.000 - 100.000 - 1.000.000


b) El resultado de 83,17 : 1,06 es cercano a:

0,78 - 7,8 - 78 - 780 - 7800 - 78.000

2. Indicar el número aproximado, en números redondos, de:


130 x 21,5 = ...


832,36 x 3 = ...


25,675 x 2,3 = ...


278,008 x 315,315 = ...

3. Identificar los resultados iguales:


0,01 x 278


1/1000 x 278


1/10 x 278


1/100 x 278


0,001 x 278


0,1 x 278

4. Resolver los siguientes cálculos. Anticipar cerca de qué valor entero se encuentra el resultado y la cantidad de cifras decimales que se obtendrán.


7,89 x 5,06 =


3,75 : 2,25 =


0,234 x 1,7 =


9,125 : 0,8 =


0,09 x  31,7 =

49,21 : 0,7 =

5. Se disponen de 1300 metros de varilla para fabricar 2000 marcos iguales. ¿Cuántos metros de varilla se utilizarán para cada marco? 

6. ¿Cuántos viajes necesita hacer una camioneta para transportar 130 toneladas si en cada viaje carga 0,65 toneladas?

4.5 Conjunto de los números racionales.

Como ya se mencionó, los números fraccionarios positivos se inventaron como respuesta a la necesidad de expresar partes de la unidad, en especial cuando se realizaban mediciones. Por eso tuvieron un desarrollo anterior al de los números enteros. Aparecen ya en las tablillas babilónicas (2000-1800 a.C.) y en los papiros egipcios (1650 a.C.).

Los números fraccionarios negativos fueron introducidos en Italia durante el Renacimiento. Los enteros y las fracciones positivas y negativas forman el conjunto de los números racionales.
El conjunto de los números racionales está formado por todos los números enteros y todos los fraccionarios. 

A este conjunto se lo designa como Q.

       
Q =  { ... - 6 , .... –1, ....,-1, ....0, ...., 1 , .... 3, .... 2, ....}
                           4                    2                4        2

Los números racionales son aquellos que se pueden expresar como cociente de dos números enteros, es decir, como una razón. De allí su nombre.

         3  =  3           -5  =  -5          -8  =  -8         0  =  0
                 1                      1           9       9                 1

4.5.1     Características de Q

Cabe preguntarse, ¿hay algún natural entre 0 y 2, excluyendo a ambos? ¿Y entre el 0 y el 1, excluyendo a ambos? ¿Hay algún número fraccionario que responda a esta última pregunta?


Si sólo se consideran los números naturales, entre el 0 y el 1 no hay más números, pero si se consideran las fracciones, o mejor dicho, los racionales, se pueden mencionar infinitos números.


En general, entre dos números racionales cualesquiera hay infinitos números racionales. En matemática, a esta condición se la denomina densidad. Por eso, el conjunto de los números racionales es denso.


Por otra parte, como los racionales pueden ser positivos y negativos, este conjunto Q no tiene primer elemento.

4.6 Números decimales exactos y periódicos

Ya se mostraron algunos ejemplos que relacionan fracciones y números decimales, que no son otra cosa que dos maneras diferentes de expresar los números racionales.


Al margen de esto, al pasar una fracción a número decimal pueden suceder dos cosas:

1º) La fracción en cuestión es equivalente a una fracción decimal, como la del ejemplo:  1/4 = 25/100 = 0,25 lo que da un número decimal exacto.

2º) La fracción dada no es equivalente a ninguna fracción decimal. Por ejemplo: 2/3

Entonces al hacer la división se obtiene:


20   l   3    

 20    0,666... no es exacto


  20

se llama número decimal periódico

   20


    2


Todo número racional puede expresarse como número decimal exacto o periódico.

  ACTIVIDADES

1. Escribir en forma de fracción:


0,08

1,7

5,025

0,175

2. Escribir en forma de número decimal:

3/4

1/6

10/8

25/4

3. Escribir cuál es la diferencia que hay entre cada número y el entero más próximo.

. 9/8




. 0,45



. 4,56

4.7 ACTIVIDAD INTEGRADORA 2


Unidad Nº 3: Números enteros


Unidad Nº 4: Números racionales

ACTIVIDAD 1

María, Inés y Ema son amigas. El miércoles fueron a comprar los pasajes de colectivo para ir de vacaciones. María no llevaba dinero, entonces Inés y Ema pagaron los tres pasajes. Inés colaboró con $42 y Ema con $63. ¿Cuánto debe devolverle María a Inés? ¿Cuánto debe devolverle María a Ema?

ACTIVIDAD 2
En la siguiente tabla figuran las temperaturas máximas y mínimas expresadas en grados centígrados de algunas ciudades argentinas.

	Ciudad
	Temperatura Máxima
	Temperatura Mínima
	Amplitud Térmica

Tmax.  -  Tmin.

	Córdoba
	0
	14
	

	Santa Fe
	-2
	13
	

	Buenos Aires
	3
	12
	

	Bahía Blanca
	-1
	11
	

	Viedma
	-4
	10
	

	Comodoro Rivadavia
	-3
	1
	


Se llama Amplitud Térmica A LA DIFERENCIA entre la temperatura máxima y la mínima que se registra cada día.

a) Completar la tabla, calculando la amplitud térmica de cada ciudad.

b) Ordenar de menor a mayor las temperaturas mínimas de las ciudades.             

c) Representar las temperaturas mínimas sobre una recta.

ACTIVIDAD 3

Expresar con una ecuación el enunciado del siguiente problema y luego resolver:

Marcos tiene el doble de años que Javier, y Pablo tiene 3 años más que Javier. Si la suma de las tres edades es de 87 años. ¿Cuál es la edad de cada unos de ellos?

ACTIVIDAD 4
Resolver los siguientes ejercicios combinados, recordando separar en términos y respetando los ( ),  [ ]  y  { }.


a) 

b) 0,532 x 16,7 + 0,42 x 0,53 + 38,08 – (5,09 + 6,4) =

c) (1,01 x 1,001) : 10 + 3. 1/5 – ½ . 2/5 + 3 : ¾ =

ACTIVIDAD 5

Resolver las siguientes ecuaciones.


a) 


     b) 

Unidad Nº 5



EL LENGUAJE GRÁFICO
5.1 Lugar geométrico

En ocasiones uno debe buscar un lugar intermedio entre varias personas, para poder reunirse. Esto es lo que debían resolver Javier y Carmen 
 . Buscaban un bar que se encontrara a igual distancia de cada una de sus casas. El plano que da cuenta de la ubicación de los bares es el siguiente:

[image: image1.jpg]


 
· ¿Cuáles son los bares que cumplen con la condición exigida por los dos amigos?

· ¿Se pueden ubicar otros puntos que se encuentren a la misma distancia de cada casa?

Con seguridad se pueden encontrar los bares que cumplen la condición, así como otros puntos. En matemática en lugar de hablar de los puntos que cumplen una condición, se usa la expresión lugar geométrico de los puntos del plano que cumplen la condición. De esta manera, en el ejemplo de los dos amigos, se puede haber planteado la búsqueda de todos los puntos del plano que están a la misma distancia de ambas casas.

El conjunto de todos los puntos que cumplen cierta condición recibe el nombre de lugar geométrico.

A partir de esta definición, se puede afirmar que:

· Todo punto que pertenece al lugar geométrico con el que se está trabajando, cumple la condición;

· Todo punto que cumple la condición, pertenece al lugar geométrico.

5.1.1 Circunferencia
Si se quiere delimitar en un plano todos los puntos que están a igual distancia de otro, en geometría se está frente a la figura conocida como circunferencia.





Circunferencia de centro O y radio r es el 

lugar geométrico de los puntos del plano 

cuya distancia al punto O es igual a r.

5.1.2 Mediatriz de un segmento

Si se dibuja un segmento AB sobre una hoja de papel, y luego se dobla la misma de manera de hacer coincidir A con B, el doblez determina una recta perpendicular a AB y que pasa por el punto medio. Esta recta se denomina  mediatriz del segmento AB.











   M

Si se consideran distintos puntos sobre

la mediatriz, se comprueba que los mismos



O


se encuentran a igual distancia de A que
       A




B

de B.









N


Entonces: 
( AM ( = ( MB(


( AO ( = ( OB(


( AN ( = ( NB(
La mediatriz de un segmento es el lugar geométrico de los puntos de un plano que equidistan de los extremos del segmento.
Bisectriz de un ángulo


Al trabajar con ángulos se han presentado los ángulos congruentes, como aquellos que tienen la misma amplitud.

Se puede definir la bisectriz como la
semirrecta que lo divide en dos ángulos

congruentes como se muestra en el 

dibujo.


Si, además, se toma un punto cualquiera de la bisectriz, por ejemplo, P, este equidista de los lados del ángulo de partida, AOB. 

La bisectriz de un ángulo es el lugar geométrico de los puntos que equidistan de sus lados.

Es decir que todo punto que equidista de los lados de un ángulo pertenece a la bisectriz de dicho ángulo.


  ACTIVIDADES

1. Un perro está atado a una estaca con una cadena de 4m de longitud. A 5m de esa estaca, hay un poste al cual está atado un gato con una soga de 3m de largo. ¿Cuál es la zona por la que puede caminar el perro? ¿Y el gato? ¿Cuál es la zona por la que pueden andar ambos animales?


Realizar el dibujo, considerando que 1cm equivale a 1m.


2. m es la mediatriz del segmento AB.


Dibujar el punto B.




A (
3. 

       B (



Dibujar un punto que se encuentre


A (





a igual distancia de A, B y C.






C (
4. Los puntos M y N pertenecen a la bisectriz



M (
    de un ángulo y C y D son puntos de uno de 

N (




    sus lados. Dibujar el ángulo.



C (


D (
5.2 Recta numérica y Plano Cartesiano

Al estudiar los conjuntos numéricos, se ha trabajado sobre una recta, donde se fijaba un origen y un segmento unidad. Suponiendo que se representan todos los puntos racionales en la recta, aún quedan  puntos de la recta sin cubrir. Es decir que hay números, que no se han presentado en este curso y a los que se les puede asignar un punto en la recta.

 Q

L          l          l          l     l     l          l          l          l





-2

 0    ½   1

  3



Aunque no se presenten esos números, para el plano cartesiano, se va a considerar que a todo punto de la recta se le puede asignar un número.

5.2.1 Lugar geométrico en el plano cartesiano
Una forma de representar puntos en el plano es utilizando sistemas de coordenadas. El sistema de coordenadas que se usa habitualmente se denomina  sistema de coordenadas cartesianas en honor al matemático y filósofo francés René Descartes (1596 – 1650), quien estableció la relación entre el Algebra y la Geometría.

En el plano se fija como sistema de referencia un par de rectas perpendiculares que se cortan en un punto llamado origen del sistema. A cada una  de las rectas se la denomina eje coordenado. El eje horizontal se llama eje de las abcisas o eje de las “x”; y al eje vertical, eje de las ordenadas o eje de las “y”.  De esta manera, el plano queda dividido en cuatro sectores o cuadrantes que se enumeran como se indica a continuación.

                                                                   eje y
                                       2do. cuadrante        1er. cuadrante

                                                                    origen de

                                                                    coordenadas (0;0)


                                                                                                  eje x
                                      3er. cuadrante          4to. Cuadrante

             En esta manera de representar, a cada punto del plano se le asigna un par ordenado (x; y) de números que son sus coordenadas. Al origen se le asigna el par (0; 0).


Los ejes se numeran tomando un segmento como unidad,  este segmento puede ser distinto en cada eje.

Se denomina par ordenado ya que se debe respetar el orden de las coordenadas; se escribe entre paréntesis, separando ambos números con un punto y coma.

Recordar:

( en primer lugar indicamos la coordenada del eje x

( en segundo lugar la coordenada del eje y
(IM. 4)

Se va a representar el punto A de coordenadas (2;3). Se marcan los valores de la x y de la y. Es decir 2 y 3, desde el 0 son 2 unidades sobre el eje x hacia la derecha (porque 2 es positivo y está a la derecha del 0) y desde el 0, 3 unidades sobre el eje y hacia arriba, (porque el 3 es positivo y se encuentra arriba del 0). 

Luego, se traza una recta por 2 perpendicular al eje x y otra recta por 3 perpendicular al eje y. De esta manera, nos queda formado un rectángulo de base 2 y altura 3. El punto que pertenece a la relación que se está analizando es el A.

Otros ejemplos,  las coordenadas cartesianas correspondientes a los puntos señalados con una letra son los siguientes :


    
                                                                    

     4

A  =  (2; 3)                                                

               

                                                                  

  3 
       A

B  =  (3; 2)                                                      F            
             B

C =  (1,5; -1) 

                                                                                           

D  =  (0; -1)                                                                                  
                                              
   -4    -3   -2     -1       D   1      2     3    4

E  =  (-1,5; -1)                                                     E                   C

                                                                      

F  =  (-2; 2)                                                

En la figura se observa que el par  (2; 3) y el par  (3; 2) representan en el sistema de coordenadas cartesianas puntos distintos, A y B, respectivamente. De allí la importancia que tiene el orden en que se dan los elementos del par.

NOTA:

Observar que en el eje x, a la derecha del origen de coordenadas se han representado los números positivos y a la izquierda los números negativos. Y sobre el  eje y, hacia arriba del origen de coordenadas se han representado los números positivos y hacia abajo los números negativos.


  ACTIVIDADES

1. Dibujar en un sistema de coordenadas cartesianas y señalar los puntos.

         A = (-2; ½ )    B = ( -3; -2)    C = ( ½ ; -1,5)    D = (3; 3)    E = (0; 2,5)

2. Observar la figura y escribir las coordenadas de los vértices.

                                                                     y

          A  = (......;......)

                                                                                                 A

          B  = (......;......)

          C   = (......;......)

                                                                                                 B

          D   = (......;......)                     D

                                                                                                         

                                                                                                    x

                                                                                                        

                                                      C

3. Representar en un eje de cartesiano, todos los puntos cuya distancia al eje y     es igual a 4.

a) Nombrar las coordenadas de 5 puntos que cumplen la condición anterior.

b) Escribir la condición que cumplen las coordenadas de todos los puntos cuya distancia al eje y es igual a 4.

5.3 Relaciones
El concepto de función es uno de los más importantes en Matemática, además es utilizado por casi todas las ramas de la ciencia para modelizar fenómenos de cambio.  Al igual que otros conocimientos matemáticos, la noción de función tuvo diferentes enfoques a través de la historia, y transcurrió mucho tiempo hasta que esta idea se conociera tal cual se la entiende hoy.

El término función en el sentido que se emplea comúnmente, sugiere que el valor o comportamiento de una cosa o fenómeno depende del valor de otra u otros. El precio de una llamada desde un teléfono público está en función del tiempo que se hable por teléfono y de la distancia a la cual se habla; la cantidad de nafta que consume un auto está en función de los kilómetros recorridos; lo que gana una persona que trabaja por jornada está en función de la cantidad de días trabajados; son sólo algunos ejemplos.

5.3.1 Relaciones entre conjuntos de datos

Un grupo de personas decidió realizar una Fiesta para recaudar fondos. Esta actividad la realizan de manera periódica, tres o cuatro veces al año. El tesorero comparó la cantidad de asistentes de las últimas fiestas con la cantidad de mercadería vendida.

Datos de las últimas Fiestas:

	Cantidad de Asistentes
	Cantidad de

Panchos
	Cantidad de gaseosas
	Cantidad de golosinas

	371

189

215
	150

96

136
	630

320

360
	57

26

34



Según los datos del cuadro se puede observar que se venden, aproximadamente, dos gaseosas por asistente y sólo la mitad de panchos; las golosinas no se consumen, quizás habría que pensar en sustituirlas por helados. Esta información resulta de gran utilidad al organizar la próxima Fiesta. 


De esta manera, se ha relacionado la cantidad de asistentes a los anteriores encuentros con la cantidad de mercadería vendida. Estas relaciones permiten pronosticar cuánto puede llegar a venderse y de qué clase. Estas relaciones permiten analizar hechos ya ocurridos y pronosticar sobre otros que pueden suceder.

Una relación entre dos conjuntos de valores numéricos puede establecerse a partir de tablas, gráficos o fórmulas que vinculan los dos conjuntos.

 PARA RESOLVER

El tesorero calculó que en otras Fiestas de años anteriores en verano, compraron helados algo más de la mitad de los asistentes. Si se denomina a a la cantidad de asistentes y h a los que compraron helados, el tesorero comprobó que h se podía obtener calculando a : 2 + 5
· Completar la tabla con la cantidad de compradores de helados.

Cant. Asistentes

164

408

200

78
      140 

Cant. Compradores

De helados


.......

........

.......

......
      ......

5.3.2  Interpretación de Gráficos

En diarios, revistas y en la televisión, aparecen gráficos que muestran los resultados de alguna encuesta, evolución de precios, resultados de elecciones, entre otros fenómenos. Se presentan algunos ejemplos.

· En un estudio realizado en la flora de alta montaña de una región, se observó la variación del número de especies que habitan desde los 2.000 m hasta los 5.000 m de altura. Como resultado de ese estudio, se obtuvo el siguiente gráfico.

   

 Número

        de
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  1000    2000   3000   4000   5000           Altura (m)

· Sobre el eje “ x “  ( de las abcisas ) se ha representado la altura en metros.

· Sobre el eje “ y “ ( de las ordenadas ) se ha representado el número de especies.

· Cada segmento del eje “ x “ representa 1000 m. Entonces, la mitad de un segmento representa 500 m.

· Cada segmento del eje “ y “ representa 20 especies.

Del gráfico se desprende que: 

(
A los 2000 m de altura se encontraron 20 especies (punto A del gráfico).  A esto se lo indica con el par ordenado (2000; 20)

(
El mayor número de especies (140) se encontró a los 3500 m de altura (punto B del gráfico). Se lo indica con el par ordenado (3500; 140) 

(
A los 4500 m se hallaron 80 especies (punto C del gráfico), representado por el par ordenado (4500; 80)

(
El número de especies que se hallaron desde los 2000 m aumentó, hasta llegar a un máximo de 140 especies a los 3500 m de altura; a partir de este punto el número de especies disminuyó hasta 80 especies a los 4500 m de altura.

5.4 Funciones

En este gráfico se relacionan dos conjuntos de valores o variables numéricas:

- la altura en metros

- el número de especies.

De la información se desprende que el número de especies encontradas depende de la altura que se investigue; por eso se puede afirmar que el número de especies está en función de la altura. Entonces, se llama variable dependiente al número de especies porque depende de la altura.  En el ejemplo anterior, la venta de helados depende de la cantidad de asistentes.


Por otra parte, la altura es la variable independiente puesto que no depende de ningún otro valor; así como la cantidad de asistentes, en el otro ejemplo.

Entonces,

Variable Dependiente: es aquélla cuyos valores dependen del valor de otra u otras variables.

Variable Independiente:  es aquélla cuya variación o modificación es libre, no depende de otro parámetro.

NOTA:
Forma parte de una convención matemática el hecho de representar la variable independiente en el eje x, y a la variable dependiente en el eje y. 

En la situación analizada se observa que a cada valor de la altura (variable independiente), le corresponde un único número de especies (variable dependiente). A una determinada altura no puede corresponderle dos o más valores para el número de especies. Cuando esto ocurre, la relación entre las variables se denomina función. 

Una relación es FUNCIÓN cuando a cada valor de la variable independiente le corresponde un único valor de la variable dependiente.


 PARA RESOLVER

1. Analizar los siguientes ejemplos, indicando: variable dependiente, variable independiente y si la relación es o no función. Justificar la respuesta.

a) El espacio que recorre un automóvil que viaja a velocidad constante, depende del tiempo que lleva desplazándose.

b) El costo de un viaje en taxi está en función de la distancia recorrida.

c) El área de un cuadrado es función de la medida de su lado.

d) El costo de energía en una casa, depende de la cantidad de habitantes de la misma.

e) El tiempo de ejecución de una construcción depende de la cantidad de obreros empleados en la misma.

2. El siguiente gráfico corresponde a la cantidad de empleados de una empresa entre los años 1990 y 1996. Responder:

a) ¿Cuál es la variable dependiente y cuál la independiente?

b) ¿Cuánto representa cada segmento del eje de las abcisas? ¿Cuánto

     representa cada segmento del eje de las ordenadas?

c) ¿Cuántos empleados tenía la empresa  al comenzar el año 1990? Indicar con un par ordenado.

d) ¿En qué año la empresa llega a tener mayor número de empleados?

e) ¿Cuántos empleados ingresaron a la empresa en el período 1991-1992?

f) ¿En qué año no se produjeron cambios en el número de empleados?

         Cantidad de emplead










                                                                                       Años                                                                                                                   

5.5 Funciones de proporcionalidad directa
5.5.1 Dos situaciones extrañas

Preste atención a las siguientes situaciones. ¿Qué opinión le merece cada una de ellas? ¿Cómo explicaría cada una de ellas?

1. Si un niño de dos años pesa 14 kg, ¿cuánto pesará a los 15 años?

Solución:

2 años  ___________ 14 kg




1 año    ___________   7 kg



        15 años   ___________105 kg

2. Si un niño de dos años mide 0,90 m, ¿cuánto medirá a los 15 años?

Solución:

2 años  ___________ 0,90 m




1 año    ___________ 0,45 m



        15 años   ___________ 6,75 m

La persona que resolvió las situaciones supuso que a doble edad corresponde doble peso, a triple edad corresponde triple peso, etcétera. Lo mismo con la segunda situación. Sin embargo, estas consideraciones son incorrectas, ya que el peso y la altura de  una persona no evolucionan como se supuso en la solución.

5.5. 2 Otra situación
Se presenta otra situación:

Un tren recorre 80 km por hora a velocidad constante. ¿Cuántos km recorre en 2 horas? ¿Y en 3 horas? ¿Y en ½ hora? ¿Y en ¼ de hora?








Tiempo de marcha  Espacio

Se confecciona una tabla de valores: en la primer

1 hora

 80  km

columna se escriben los tiempos de marcha, en la 

2 horas
160 km

segunda los espacios recorridos.




3 horas
240 km

En este ejemplo las magnitudes involucradas son:

½ hora
 40  km

Tiempo de marcha y espacio recorrido.

La manera en que se relacionan ambas magnitudes es directamente proporcional.

Dos magnitudes son directamente proporcionales si el cociente entre las cantidades que se corresponden es siempre el mismo. Una tabla en la que aparecen cantidades de magnitudes directamente proporcionales es una tabla de proporcionalidad directa.


 ACTIVIDADES

Completar las siguientes tablas e indicar si se trata de tablas de proporcionalidad directa.

Paquetes de arroz
      1 paquete    2 paquetes


    8 paquetes

Peso neto contenido       ........... 

1 kg
        4,5 kg      3 kg       ...........

Radio del círculo
      2 cm
3 cm         10 cm

Área del círculo

        28,26 cm²

78,5 cm²
50,24 cm²

5.5.3. Distintas representaciones 
Como ya se mencionó una función indica la relación que existe entre dos magnitudes y puede representarse mediante el lenguaje coloquial, una tabla, una fórmula, un conjunto de pares ordenados o un gráfico.


Se va a trabajar con el siguiente ejemplo, presentado en lenguaje coloquial:

Una empresa constructora paga $ 10 por hora de trabajo a un obrero calificado.









Tiempo (hs.)    Salario ($)

· Tabla de valores




               1 hora

$ 10

Es fácil de confeccionar una tabla de valores                           2 horas

$ 20

a partir de la información.




     3 horas

$ 30









     5 horas

$ 50

NOTA:






    12 horas

$120

En una tabla se coloca :

- En la primera columna los valores de la

    variable independiente.

- En la segunda columna los valores calculados para la

    variable dependiente.

· Conjunto de Pares Ordenados

Los datos de la tabla se pueden escribir como pares ordenados y ésta es otra forma de representar la función. En el ejemplo, se obtienen los siguientes pares ordenados:

F = { (1;10), (2;20), (3;30), (5;50), (12;120)...}

NOTA:

Recordar que el orden en que se escriben los elementos del par es muy importante. La primera componente del par corresponde a un valor de la variable independiente; la segunda componente del par ordenado corresponde a un valor de la variable dependiente.

· Gráfico Cartesiano

Otra manera de representar la función es utilizando un sistema de coordenadas cartesianas. Como se recordará, cada par ordenado representa un punto en un sistema de coordenadas cartesianas. Entonces a partir del conjunto de pares ordenados de la función se puede realizar el gráfico de la misma.

                     Sueldo
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NOTA:

Se representa en el eje x (eje de las abcisas) la variable independiente, y en el eje  y (eje de las ordenadas) la variable dependiente.  Además:                                                              

- En el eje de las abcisas cada centímetro representa una hora. Es decir, la escala utilizada es 1 cm : 1 unidad.

- En el eje de las ordenadas cada centímetro representa 10 pesos. La escala utilizada es 1 cm : 10 unidades.

Los puntos correspondientes a la representación gráfica de dos magnitudes directamente proporcionales están sobre una recta que pasa por el origen de los ejes coordenados cartesianos.

· Fórmula

En el ejemplo que se está  trabajando hay una regularidad entre el número de horas trabajadas y el sueldo. Esto se debe a que por cada hora trabajada se le paga un monto fijo de $ 10.

Si se desea saber cual será el sueldo por dos horas trabajadas podemos multiplicar 2 por 10; así para averiguar cuánto gana trabajando un número indefinido de horas que llamaremos x se debe multiplicar  x . 10 = 10 . x.
Si se denomina Y al sueldo, resulta que:

                 Sueldo     Número de horas trabajadas

           
 y      =   10 . x
Se obtiene la función definida por una fórmula.

NOTA:

La importancia de la fórmula reside en que permite calcular sencillamente cuánto vale y (sueldo) para cualquier valor de x (número de horas trabajadas), sin necesidad de hacer una tabla.  
Por ejemplo:

- Si el número de horas trabajadas a lo largo de un mes es de 85. ¿A cuánto ascenderá su sueldo?

Para dar respuesta a este interrogante basta con sustituir x  por 85.

y = 10 . x
                      y =  10 . 85       y =  850 

También a partir de la fórmula se puede calcular cuántas horas trabajó una persona si este mes cobró $ 730. Entonces: 

                                 y = 10 . x    

                             730 = 10.  x    

Queda planteada una ecuación con una incógnita. Para saber el número de horas que trabajó, se debe despejar la incógnita y luego resolver las operaciones indicadas.
              730 = 10 . x

             730 : 10 =  x  ,         x = 73 Horas que trabajó este mes 

La fórmula que responde a dos magnitudes directamente proporcionales es: y = k . x, siendo k la constante de proporcionalidad de la situación, que puede ser cualquier número.

 ACTIVIDADES

1. Una bomba extrae de una pileta de natación 270 litros de agua en 9 minutos.

a) Realizar la tabla de valores y el gráfico correspondiente.

b) Calcular la constante de proporcionalidad y escribir la fórmula.
2. Un auto consume 12 l. de nafta cada 100 km recorridos.

a) Completar la tabla y los pares ordenados.

b) Representar los pares ordenados en un gráfico cartesiano.

3. Un motociclista recorre un camino recto y solitario, a una velocidad constante de 70 kilómetros por hora (70 km/h).

a) Elaborar una tabla de valores con las distancias que recorre la moto al cabo de:

-  1 hora


- 1 hora y media

-  2 horas


- 2 horas y media

-  3 horas

b. Si ha completado la tabla anterior, indicar cuál es la variable dependiente y cuál la independiente. 

c. Escribir los pares ordenados que representan la relación descripta en el problema.

d. Hallar la fórmula que vincula las variables involucradas en el problema.

e. Emplear la fórmula anterior y calcular:

     - Distancia que recorrió al cabo de 5 horas.

· ¿Al cabo de cuánto tiempo habrá recorrido 210 km?

4. Para las relaciones que se presentan a continuación: 

a) Construir una tabla de valores.

b) Graficarlas en un sistema de coordenadas cartesianas.

c) Responder si las relaciones dadas son funciones, ¿se trata de funciones de proporcionalidad directa?

a)  y = 3 . x                                         b)  y = 2 . x – 3

c)  y = 4x + 1                                      d)  y = 3x – 2

Unidad 6:

ESTADISTICA

6.1 Estadística:

La estadística es el estudio de las mejores y distintas maneras de agrupar datos y analizarlos para establecer conclusiones acerca de la población de la que se han obtenido tales datos. La estadística se utiliza en censos, sondeos de opinión, sicología, medicina, etc.

6.2 Recolección de datos en una población:

En estadística se denomina población al conjunto del que obtienen los datos. No son necesariamente personas, sino en Astronomía podría ser un conjunto de estrellas a estudiar, por ejemplo.

En Agricultura podrían ser distintos tipos de semillas híbridas.

Una muestra es una parte extraída de una población, mientras que el tamaño de la muestra  abarca la cantidad de individuos que la integran.

En una población pueden estudiarse caracteres cualitativo o cuantitativos.

Los caracteres cualitativos son las variables a las que no podemos asignar un valor numérico. Ej. estudios cursados (prim, sec. o terciarios). O tipo de vivienda (casa, depto.,...alquiladas, propia).

Los caracteres cuantitativos se expresan con cantidades continuas o discretas, o sea son medibles precio de modelos de computadoras, peso corporal, estatura.

Las cantidades son discretas si son números enteros ej. número de hijos por matrimonio, cantidad de árboles por hectárea, etc. Las cantidades son continuas si son números reales, decimales, periódicos. Ej. depósitos bancarios, alturas, etc.

Hay variables que en las muestras por una cuestión de practicidad son continuas, pero se transforman en discretas. Por ejemplo en un grupo de personas son variable continua, que pueden transformarse en variable discreta si se consideran solamente los años cumplidos.

Resumiendo: 

Variables estadísticas Cualitativas: no numéricas



Discretas:
nº enteros.


Cuantitativas: numéricas



Continuas: pueden tomar todos

6.3 Organización de datos

Frecuencia absoluta:

Cuando se recopila una serie de datos, puede ser que algunos se repitan. Por ello esta repetición se la denomina frecuencia absoluta.

Se llama frecuencia absoluta a la cantidad de veces que se repite un determinado valor de una variable.

Veamos un ejemplo:

En una clase de 25 alumnos, la cantidad de materias aprobadas que tiene cada uno de su Bachillerato es:

4,6,7,7,3,7,5,5,4,5,7,5,7,7,6,4,2,6,7,4,6,4,5,7,5

Con esta información se construye la siguiente tabla:


Nº de materias aprobadas
Frecuencia Absoluta


2
1



3
2


4
4


5
6


6
4


7
8



TOTAL: 25

· En el ejemplo anterior la variable es el número de materias aprobadas.

· Las cantidad de alumnos que han aprobado 2,3,4,5,6 o 7 materias es la frecuencia absoluta.

Frecuencia relativa y porcentual

· La frecuencia relativa: es la fracción que indica la frecuencia absoluta y número total de datos de la muestra. La frecuencia relativa puede ser expresada por un número decimal.

· La frecuencia porcentual: resulta de multiplicar por 100 la frecuencia relativa.

Sigamos con el ejemplo anterior para hallar la frecuencia relativas y porcentuales de alumno por ejemplo la frecuencia absoluta de alumnos que hay aprobados en 5 materias es de 6 para este caso su frecuencia relativa será 

entonces su frecuencia porcentual: 

De este modo completamos la organización de datos respecto de sus frecuencias para el ejemplo anterior.


Nº de materias
Frecuencia
Frecuencia
Frecuencia


aprobadas
Absoluta
relativa
Porcentual

2
1
1/25=0,04
4%


3
2
2/25=0,08
8%


4
4
4/25=0,16
16%


5
6
6/25=0,24
24%


6
4
4/25=0,16
16%


7
8
8/25=0,32
32%


Total
25
1
100%

6.4 Representación e interpretación de gráficos

Gran parte de la información estadística que llega en diarios, revistas y libros es a través de gráficos.

Los programas de computación tienen incorporados métodos para graficar datos organizándolos en tablas.

Los gráficos proporcionan una visión clara de la población en estudio más fácil de analizar.

Los más utilizados son los gráficos de barras y los circulares.

Gráficos de barras.

En este tipo de gráficos se representa la frecuencia absoluta en función de la variable.

Veamos la situación de nuestro ejemplo anterior en un gráfico de barras.

Gráficos circulares:

Se utilizan para mostrar en forma gráfica porcentajes. También se llaman gráfico de torta.

Veamos un nuevo ejemplo para una situación que tabularemos en la que es útil un gráfico circular.

Ej.: en un club se encuesta un grupo de 40 adolescentes deportistas y se obtienen los siguientes datos: 10 de ellos practican Basquet, 5 juegan tenis y 25 juegan fútbol.

Organizamos los datos:


Deporte
Frecuencia
Frecuencia
Frecuencia



Absoluta
relativa
Porcentual

Tenis
5
5/40=0,125
12,5%


Basquet
10
10/40=0,25
25%


Fútbol
25
25/40=0,625
62,5%


Total
40
1
100%

* nótese como prueba de que organizamos los datos correctamente.

· La suma total de frecuencias absoluta = 40 cant. total

· Suma de frecuencias relativas es siempre = 1

· Suma de frecuencias porcentuales es simple = 100

Veamos como llevar ese % a grados sexag. que representaremos en un círculo no importa su radio siempre representan 360º. O sea 100%=360º.

Hallemos cuántos grados corresponde a cada porcentaje.

Tenis    


Basquet 

Por último Fútbol será el resto de la torta los ángulos obtenidos se marcan uno a continuación del otro.

6.5 Análisis y Medición de datos.

Media Aritmética: 

Es el promedio de la muestra. Recordemos como se calcula un promedio.

Si un alumno tendría estas 5 notas en Biología, 6, 9, 8, 8, 6, su promedio lo calcularíamos sumando las notas y dividiendo por el nº total de notas obtenidas.  
Si tuviéramos muchas notas a promediar varias de las cuales se repiten cada nota la multiplicaríamos por su frecuencia y dividiríamos por el total de notas esto ocurre c

Veamos en nuestro 1º ejemplo de un comienzo en el que teníamos esta organización de datos:


Materias
Frecuencia



Aprobadas
Absoluta



2

1

3

2

4

4

5

6

6

4

7

8



25


La media        se calcula cada variable por su frecuencia y se divide por el número total



                este valor debe tomarse como número entero para poder analizar este valor: significa que la media del alumnado tiene aprobadas 5 materias.

Mediana:

Es el valor central del número de observaciones ordenada de menor a mayor si el número total es impar. Si el nº total es par el promedio de las dos centrales.

Ej. supongamos que tenemos la siguiente calificaciones en Matemática.

           nº de notas es impar. son 5 calificaciones.

Mediana = 7 porque a ambos lados quedan igual nº de notas.

Ahora supongamos que tenemos las siguientes calificaciones en Historia                     (nº de notas par. 6 calificaciones).

Mediana                             promedio de las dos notas centrales.

Moda: Mo

Llamamos moda a la variable de mayor frecuencia. En una población puede haber más de una moda.

Ej. En nuestro 1º ejemplo del Bachillerato de 25 alumnos y sus materias aprobadas con su frecuencia absoluta.


Nº Materias
Frecuencia


Aprobadas
Absoluta



2

1

3

2

4

4

5

6

6

4

7

8

La Moda Mo = 7 porque es el valor más frecuente.

6.6 ACTIVIDADES DE LA UNIDAD 6

1.a) Con los datos que figuran a continuación elaborar una tabla donde figuren las frecuencias absolutas relativas y porcentuales. b) Hallar media, moda y medianas .

A 25 mujeres que trabajan en una empresa se les preguntó cuántos hijos tienen y los datos obtenidos son estos: 0,1,2,1,3,5,4,4,3,5,2,2,0,2,3,4,0,0,1,2,3,0,1,2,3

c) trazar gráfica de barras.

2) La observación hecha a 30 niños sobre cuándo empezaron a caminar, se muestran las edades en meses en la siguiente tabla.

a) Completar la tabla calculando la frecuencia relativa y porcentual.

b) Realizar el gráfico circular con los datos de la tabla.


Meses
Frecuencia Absoluta




9
1


10
2


11
4


12
14


13
5


14
3


15
1

Total
30

6.7 Solución a las Actividades de la Unidad 6

1. Organizamos los datos de 

esto será de utilidad para completar la tabla y elegir mediana y moda con mayor facilidad.

0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 3, 3, 3, 3, 3, 4, 4, 4, 5, 5.

Ahora construimos una tabla donde las variables son 0, 1, 2, 3, 4, 5 con sus frecuencias absolutas correspondientes, luego hallaremos frecuencia relativa y porcentual.

Nº de hijos
Frecuencia
Frecuencia 
Frecuencia 



Absoluta
Relativa
Porcentual



0
5
5/25=0,2
20%


1
4
4/25=0,16
16%


2
6
6/25=0,24
24%


3
5
5/25=0,2
20%


4
3
3/25=0,12
12%


5
2
2/25=0,08
8%


Total
25
1
100%

b) media aritmética 


             

             por lo tanto la media tratándose de un nº entero por nº de hijos es 2

Mediana = recordemos que corresponde al valor central por ser impar el nº de la población lo buscamos en los datos que ordenamos en un comienzo, será la variable que ocupa el nº 13 porque parte al medio la muestra esa variable es 2

Me = 2

Moda = 2 por ser la variable de mayor frecuencia.

c) 

2.a)


Nº de hijos
Frecuencia
Frecuencia 
Frecuencia 
Grados



Absoluta
Relativa
Porcentual



9
1
1/3=0,03
3,3%
12º


10
2
2/30=0,06
6,6%
24º


11
4
4/30=0,13
13,3%
48º


12
14
14/30=0,46
46,6%
68º


13
5
5/30=0,16
16,6%
60º


14
3
3/30=0,1
10%
36º


15
1
1/30=0,03
3,3%
12º


Total
30
1
100%

b) Calculamos el porcentaje en grados

 

redondeamos del mismo modo los restantes
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